
[D6]

i : A −→ B をM における完備埋め込み写像とする.

(注意): [C7]の結果により, iは完備単射準同型である. また, [D1]の結果から, Gは A
の超フィルターである.

I が Bのイデアルであることを示す. x, y ∈ I とする. a, b ∈ Gを x∧ i(a) = y∧ i(b) =
0B なるものとする. a ∧ b ∈ Gである. iが準同型なので,

(x ∨ y) ∧ i(a ∧ b) = (x ∨ y) ∧ (i(a) ∧ i(b)) = (x ∧ i(a) ∧ i(b)) ∨ (y ∧ i(b) ∧ i(a)) = 0B

である. よって x ∨ y ∈ I である. I が B のイデアルであるための他の条件は I の定義か
ら明らかである.

I = {b ∈ B : h(b)′ ∈ G}を示す.

まず, I ⊂ {b ∈ B : h(b)′ ∈ G}を示す. b ∈ I とする. a ∈ Gを b ∧ i(a) = 0B となる

ものとする. a∧ h(b) > 0A と仮定すると, [C7]の結果により, h(b)が bの縮約であるから

i(a ∧ h(b)) ∧ b > 0B である. しかし,

i(a ∧ h(b)) ∧ b = i(a) ∧ i(h(b)) ∧ b = i(h(b)) ∧
(
b ∧ i(a)

)
= i(h(b)) ∧ 0B = 0B

であるので矛盾である. よって a ∧ h(b) = 0A であり, すなわち a ≤ h(b)′ である. a ∈ G

より h(b)′ ∈ Gである.

次に, I ⊃ {b ∈ B : h(b)′ ∈ G} を示す. b ∈ B を h(b)′ ∈ G なるものとする. i が完

備準同型であるので i(h(b)) =
∧
{i(a) : a ∈ A かつ i(a) ≥ b} ≥ b である. すなわち,

0B = b ∧ i(h(b))′ = b ∧ i(h(b)′)である. よって, b ∈ I である.

j : B/G −→ B/I を j(b) = [b]I で定義する.

(1) c, d ∈ B/G を c ≤ d なるものとする. 商代数の一般的な性質から明らかに

[c]I ≤ [d]I である.

(2) c, d ∈ B/Gを c∧ d = 0B なるものとする. 商代数の一般的な性質から [c]I ∧ [d]I =

[c ∧ d]I = [0]I = 0B/I である.

(3) j′′(B/G)が (B/I) \ {0B/I}において稠密であることを示す. より強く, j′′(B/G) =

(B/I) \ {0B/I} を示す. C ∈ (B/I) \ {0B/I} を任意にとる. c ∈ B を [c]I = C とな
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るものとする. C > 0B/I であるので c /∈ I, すなわち c ∈ B \ I である. 定義により

B/G = B \ I であるので, c ∈ B/Gである.

(1), (2), (3)により, j は稠密埋め込み写像である.

B/I がM [G]において完備であることを示す.

(補題 1): L ∈M かつ L ⊂ Gとする. このとき,
∧
L ∈ Gである.

(証明): {
∧
L} ∪ {k′ : k ∈ L}は predense である (predenseの意味は [D1]の解答を参

照). [A12](c)の結果から, ({
∧

L} ∪ {k′ : k ∈ L}) ∩G ̸= ∅である. ∀k ∈ L(k′ /∈ G)なの

で,
∧

L ∈ Gである.

(補題 2): L ∈M かつ L ⊂ I とする. このとき,
∨
L ∈ I である.

(証明): I = {b ∈ B : h(b)′ ∈ G} であるので {h(k)′ : k ∈ L} ⊂ G である. さらに

{h(k)′ : k ∈ L} ∈M であるので, (補題 1)より
∧
{h(k)′ : k ∈ L} ∈ Gである. ここで,∨

L ∧ i
(∧
{h(k)′ : k ∈ L}

)
=

∨
L ∧

∧
{i(h(k)′) : k ∈ L}

≤
∨

L ∧
∧
{k′ : k ∈ L} =

∨
L ∧

(∨
L
)′

= 0B

であるので, I の定義により
∨
L ∈ I である.

(補題 3): a ∈ G, b ∈ B とする. このとき [b ∧ i(a)]I = [b]I である.

(証明): まず, b = (b ∧ i(a)) ∨ (b ∧ i(a)′)である. a ∈ Gであるので, i(a)′ ∈ I であり,

b ∧ i(a)′ ∈ I である. よって, [b]I = [b ∧ i(a)]I である.

本題の証明に戻る. まず, I はM 上 A-ジェネリックフィルター G全てに対して同様に

定義できるものなので, İ ∈MA を

1A ∥−∀b ∈ B̌(b ∈ İ ←→ ∃a ∈ Γ (b ⊥ i(a)))

となるようにとれる.

S ⊂ B/I なる S ∈M [G]を任意にとる. S の上限が存在することを示せばよい. p ∈ G

と Ṡ ∈MA を ṠG = S かつ p ∥− Ṡ ⊂ B̌/İ となるようにとる. ここで

T = {i(a) ∧ b : a ∈ Aかつ a ≤ pかつ b ∈ B かつ a ∥− [b̌]İ ∈ Ṡ}

とおくと T ∈M かつ T ⊂ B である. [
∨
T ]I が S の上限であることを示す.

まず, [
∨
T ]I が S の上界であることを示す. s ∈ S を任意にとる. [c]I = sなる c ∈ B

をとる. a ∈ Gを a ≤ pかつ a ∥− [č]İ ∈ Ṡ なるようにとれる. よって, i(a) ∧ c ∈ T であ
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る. (補題 3)により, s = [c]I = [i(a) ∧ c]I ≤ [
∨
T ]I である. よって [

∨
T ]I は S の上界

である.

[
∨

T ]I が S の上限でなかったとする. c ∈ B を ∀s ∈ S(s ≤ [c]I)かつ [
∨

T ]I ≰ [c]I な

るようにとれる. [
∨

t∈T (t ∧ c′)]I > 0B/I であるので,
∨

t∈T (t ∧ c′) /∈ I である. (補題 2)

により, t ∈ T を t ∧ c′ /∈ I なるようにとれる. t = i(a) ∧ bかつ a ∥− [b̌]İ ∈ Ṡ なる a ∈ A
と b ∈ B をとる.

(主張): a ∈ Gである.

(証明): a /∈ Gであったとすると, a′ ∈ Gである. i(a) ∧ b ∧ c′ /∈ I であるので, I の定
義により, i(a′) ∧ i(a) ∧ b ∧ c′ > 0B とならなければならないが, これは i(a′) = i(a)′ に反

する. よって, a ∈ Gである.

a ∈ Gであるから, [b]I ∈ S である. 仮定により, [b]I ≤ [c]I である. よって b ∧ c′ ∈ I
である. これは i(a) ∧ b ∧ c′ /∈ I に反する. よって, [

∨
T ]I は S の上限である.
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