
VII [E3]

(|I| ≤ |J |)M と仮定しても一般性を失わない．R := Fn(I, J, ω1)
M は I から J への全射をつけ加えるので，

M 上の R-ジェネリック集合H について，(|I| = |J |)M [H] となる．したがって，M [H]では Pと Qは同型だ
から

(1 ⊩P,M [H] (ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) ↔ (1 ⊩Q,M [H] (ϕ(α̌)
L(P(ω))

))

が成り立つ．よって，あとは，

(1 ⊩P,M (ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) ↔ (1 ⊩P,M [H] (ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) (1)

(1 ⊩Q,M (ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) ↔ (1 ⊩Q,M [H] (ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) (2)

を示せばよい．(1)から示す．
以下では，Gは任意のM [H]上の P-ジェネリック集合をあらわす．
M ⊂ M [H]より，GはM 上の P-ジェネリック集合でもある．仮に，任意の Gに対して，

M [G] ∩ P(ω) = M [H][G] ∩ P(ω) (3)

が成り立っていたとする．このとき，L(A)の絶対性から，

L(P(ω))M [G] = L(P(ω))M [H][G]

となる．ゆえに， (
ϕ(α)L(P(ω))

)M [G]

↔ ϕ(α)(L(P(ω)M[G])

↔ ϕ(α)(L(P(ω)M[H][G])

↔
(
ϕ(α)L(P(ω))

)M [H][G]

(4)

である．
(1 ⊩P,M (ϕ(α̌)

L(P(ω))
)) と仮定すると，(

ϕ(α)L(P(ω))
)M [G] が成り立つ．したがって，(4)から (1 ⊩P,M [H]

(ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) が導かれる．
(1 ⊩P,M (ϕ(α̌)

L(P(ω))
)) ではないと仮定する．すると，[E1]より，(1 ⊩P,M (¬ϕ(α̌)L(P(ω))

)) となる．先程
と同様にして，(1 ⊩P,M [H] (¬ϕ(α̌)

L(P(ω))
)) が分かるので，(1 ⊩P,M [H] (ϕ(α̌)

L(P(ω))
)) は成り立たない．

よって，(3)が証明できれば，(1)が示せる．
(3) を証明しよう．M0,M1 が ZFC の c.t.m. で，G′ ⊂ M0,M1 なとき，τG′ ∈ M0[G

′] (τ ∈ M0
P) が

τG′ ∈ M1[G
′]であるには，valの絶対性から τ ∈ M1 であればよいことに注意．

x ∈ M [G]∩P(ω)について，x = τG となる τ ∈ MP を取ると，M ⊂ M [H]より，τ ∈ M [H]である．よっ
て，M [G] ∩ P(ω) ⊂ M [H][G] ∩ P(ω)．
M [H][G] ∩ P(ω)の元 xを任意に取る．このとき、ω̌ の部分集合の都合のよい名前 σ ∈ M [H]

P で x = σG

を満たすものが存在する．任意の π ∈ dom(ω̌)に対して，

Aπ = {p ∈ P : ⟨π, p⟩ ∈ σ}
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とおく．Aπ は反鎖であり，P は c.c.c. を満たすので，|Aπ|M [H] はたかだか可算となる．このことと，R が
ω1-閉であることから，Aπ ∈ M が成り立つ．ゆえに，σ ∈ M となるから，M [G]∩P(ω) ⊃ M [H][G]∩P(ω)

である．
よって，(3) が示されたので，(1) が成り立つことが分かった．全く同様にして，(2) も証明できる．以上
より，

(1 ⊩P,M (ϕ(α̌)
L(P(ω))

)) ↔ (1 ⊩Q,M (ϕ(α̌)
L(P(ω))

))

は成り立つ．

～*～*～

解答者: 上脇 拓哉さん (公開日: 2021年 9月 18日)

この解答に不具合を発見した方はぜひご指摘ください．
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