
VII [G3]

まず，P(J) が Fn(λ, J, λ) に稠密に含まれていることを証明しよう．J が空集合のときは明らかなので，

J ̸= ∅とする．j ∈ J を任意に取る．p ∈ Fn(λ, J, λ)について，

p′ := p ∪ {⟨α, j⟩ : α < sup(dom(p)) ∧ α /∈ dom(p)} ⊇ p

は λの正則性から p′ ∈ P(J)となる．よって，P(J)は Fn(λ, J, λ)の稠密集合である．

つぎに，P := P(2<λ)から Q := Fn(λ, J, λ)への稠密埋め込み写像の存在を示す．そのようなものがあった

とすると，{{⟨0, α⟩} : α ∈ 2<λ} は Pにおける反鎖なので，サイズ 2<λ の Qの反鎖 B が存在しなければなら

ない．このような反鎖 B があったとして，{{⟨0, α⟩} : α ∈ 2<λ} から B の上への 1対 1写像 f を取る. Pか
ら Qへの写像 iB を，dom(p) (p ∈ P) に関する帰納法で次のように定義すると，これは稠密埋め込み写像の
条件のうち，

(1)∀p, p′ ∈ P(p′ ≤ p → iB(p
′) ≤ iB(p))

(2)∀p1, p2 ∈ P(p1 ⊥ p2 → iB(p1) ⊥ iB(p2))

を満たす．

dom(p) = 0のときは iB(p) = 0

dom(p) = α+ 1のときは iB(p) = iB(p ↾α)⌢f({⟨0, p(α)⟩})
dom(p) = αが極限順序数のときは iB(p) =

∪
β<α

iB(p ↾β)

(1), (2)が成り立つことを証明する．

P の元 p, p′ が p′ ≤ p を満たしているときは，任意の α < dom(p) に対して，p′(α) = p(α) となる．よっ

て，iB の定義より iB(p) = iB(p
′ ↾dom(p)) ≥ iB(p

′) となるので，(1)は成り立つ．

p1, p2 ∈ Pかつ p1 ⊥ p2だとする．p1(α) ̸= p2(α)であるような αのうち，最小のものを取る．p1 ↾α= p2 ↾α
より，iB(p1 ↾α) = iB(p2 ↾α) で，f は反鎖 B への１対１写像だから，(2)も成り立つ．

したがって，i′′BPが Qにおいて稠密になるような Qの反鎖で，サイズが 2<λ である B を構成すればよい

ことが分かった．J の元 j を任意に取り，順序数からなる集合 Aに対して，jA := {⟨α, j⟩ : α ∈ A}とおく．
α < λについて，反鎖 Bα を，|α|+ < λを満たす αに対しては，

Bα := {j|α| ∪ g : A = |α|+ \ |α| ∧ g ∈ JA ∧ g ̸= jA}
とし，そうではない αに対しては，

Bα := {j⌢α {⟨0, j′⟩} : j′ ∈ J ∧ j′ ̸= j}
とする．特に，B0 = {{⟨0, j′⟩} : j′ ∈ J ∧ j′ ̸= j}となる．また，B :=

∪
α<λ

Bα とおく．このとき，B は反鎖

で，濃度は 2<λ である（λが正則より，(2<λ)<λ = 2<λ となることを用いた）．{{⟨0, α⟩} : α ∈ 2<λ}から B

の上への 1対 1写像 f を一つ取って，固定する．

i′′BPが Qにおいて稠密になることを示す．最初に証明したことから，q ∈ Qのうち，dom(q)が順序数であ

るものに対し，iB(p) ≤ q となる p ∈ Pの存在を示せばよい．写像 pα ∈ P (α < dom(q))を次の条件が成り

立つように帰納的に作る．

(a)∀α, β < dom(q)(α < β → pβ ≤ pα)

(b)∀α ∈ dom(q)(iB(pα)(α) = q(α))

これらが成り立っているとすると，p :=
∪

α<dom(q)

pα が p ∈ P ∧ iB(p) ≤ q を満たす．
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α ∈ dom

iB

 ∪
β<α

pβ

 のときは pα =
∪
β<α

pβ とする．そうではないとき，iB の定義と (b)から

dom

iB

 ∪
β<α

pβ

 = α (i)

が分かる．q(α) ̸= j の場合は pα = (
∪
β<α

pβ)
⌢f−1({⟨0, q(α)⟩}) とし，q(α) = j の場合は，⟨γ, j⟩ /∈ q となる

α < γ < λ のうち最小の γ と，α+ δ = γ を満たす δ を取る．また，J の元であって，j と異なるような j′ を

一つ選んで，q′ := q ∪ {⟨α, j′⟩ : dom(q) ≤ α < λ}とする．|δ|+ < λ のときは，

q0 := {⟨ε, q′(α+ ε)⟩ : 0 ≤ ε < |δ|+}
とおき，そうではないときは，

q0 := {⟨ε, q′(α+ ε)⟩ : 0 ≤ ε ≤ δ}
とおくと，q0 ∈ Bδ である．pα = (

∪
β<α

pβ)
⌢f−1(q0) とすると，

∀α′ ∈ dom(iB(pα)) ∩ dom(q)(iB(pα)(α
′) = q(α′)) (ii)

を満たす．(i)と (ii)を用いれば，このように定義した iB に対して，(a), (b)が成り立っていることは簡単に

分かる．

以上のことから，P = P(2<λ)は Q = Fn(λ, J, λ)に稠密に埋め込まれる．

～*～*～

解答者: 上脇 拓哉さん (公開日: 2021年 5月 16日)

この解答に不具合を発見した方はぜひご指摘ください．
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