
[H16]

(前半)

まず, 第 II章で言及されているように ω-ススリン木は存在しないので, κ ≥ ω1 として

よい.

実は, κ が特異基数の時は示そうとしている命題は成立しない. κ を特異基数とし,

cf(κ) = δ < κ とする. f : δ −→ κ を狭義単調増加共終写像とする. T =
∪

α<δ({α} ×
f(α))の上に

∀⟨α, β⟩, ⟨α′, β′⟩ ∈ T (⟨α, β⟩ ◁ ⟨α′, β′⟩ ←→ α = α′ ∧ β ≤ β′)

と順序関係 ◁を定めると, (T, ◁)は κ-ススリン木である. X ⊂ T を X = {⟨α+ 2, f(α)⟩ :
α < δ} で定める. γ < κ を任意にとる. γ < f(α) < κ なる α < δ がとれる.

⟨α+2, γ⟩ ∈ Levγ(T )であり, ⟨α+2, γ⟩ ≤ ⟨α+2, f(α)⟩である. ここで, ⟨α+2, f(α)⟩ ∈ X

であり,かつ {⟨α+2, ε⟩ : f(α) < ε < f(α+2)} ⊂ T \X である. すなわち, X は ⟨α+2, γ⟩
以下で空でも稠密でもない.

一方, κ が正則基数の時は示そうとしている命題は成立する. κ を正則基数とす

る. κ-ススリン木 T を任意にとる. X ⊂ T を任意にとる. 示すべきことに反して,

∀α < κ∃p ∈ Levα(T )(X は p 以下で稠密でも空でもない)と仮定する. 各 α < κに対し

て, pα ∈ Levα(T )を X が pα 以下で稠密でも空でもないようにとる. X は pα 以下で稠

密でないので, qα ≤ pα を X が qα 以下で空になるようにとる. このとき, qα < pα であ

る. 狭義単調増加写像 f : κ −→ κを, 次の通り帰納的に定める:

• f(0) = 0と定める.

• ξ < κとする. 全ての β < ξ に対して f(β) < κが定まっているとき,

– ξ が後続型順序数 β + 1であるとき, f(ξ) = ht(qf(β), T )と定める. 定義から

明らかに f(β) < f(ξ) < κである.

– ξ が極限順序数であるとき, f(ξ) = supβ<ξ f(β) と定める. κ が正則なので,

f(ξ) < κである.

{qf(α) : α < κ}が反鎖となってしまうことを示す. α < β < κとする. qf(α) と qf(β)

が比較不能であることを示す.

(補題) : pf(β) と qf(α) は比較不能である.

(証明) : X は pf(β) 以下で空でない一方, X は qf(α) 以下で空なので, pf(β) ≰ qf(α)

である. qf(α) < pf(β) であると仮定すると, f(α + 1) = ht(qf(α), T ) > ht(pf(β), T ) =

f(β) ≥ f(α+ 1)となってしまい, 矛盾する. よって, pf(β) と qf(α) は比較不能である.
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qf(β) < pf(β) であるから, qf(α) ≰ qf(β) でなければならない. また, qf(β) < qf(α) と仮

定すると T が木であることから, pf(β) と qf(α) が比較可能でなければならなくなり, 矛盾

する. よって, qf(α) と qf(β) が比較不能である.

{qf(α) : α < κ}は反鎖であることになるが, これは T が κ-ススリン木であることに反

する. よって, ∃α < κ∀p ∈ Levα(T )(X は p 以下で稠密か空である)となる.

(後半)

κが不可算正則基数であるとする, T を κ-ススリン木とする. T が κ-ベールであること

を示したいが, しかし実はこれも成立しない命題である.

まず, T ∩ ω = ∅と仮定してよい (もし T ∩ ω ̸= ∅なら T × {0}を T とおきなおせばよ

い). そして T ∪ ω 上の順序を

• T の元同士はもとの木の順序で定める.

• ω の元同士は順序数としての順序で定める.

• T の元と ω の元は一切比較不能と定める.

とすることで定めれば T ∪ ω も κ-ススリン木である. n ∈ ω に対して, Dn を T ∪ (ω \ n)
とおけばDn は T ∪ ω の稠密開集合である. しかし,

∩
n<ω Dn = T であり, これは T ∪ ω

の中で稠密ではない. よって T ∪ ω は κ-ススリン木であるが κ-ベールでない.

κが不可算正則基数であって, T がうまく刈り込まれた κ-ススリン木である場合は示し

たい命題は成り立つ. しかし, 前半で示した事実を直接用いるのは困難なので類似の論法

で証明できる別の事実を用いることにする.

δ < κとする. 各 α < δ について Dα ⊂ T を稠密開集合とする. D =
∩

α<δ Dα が稠密

であることを示せばよい.

(補題 1) : X を稠密開集合であるとする. このとき, η < κを
∪

β≥η Levβ(T ) ⊂ X とな

るようにとれる.

(証明) : 示すべきことに反して, 各 γ < κに対して
∪

β≥γ Levβ(T ) ̸⊂ X となるとする.

各 γ < κに対して pγ を pγ ∈
(∪

β≥γ Levβ(T )
)
\X であるようにとり, X が稠密なので

qγ を qγ ∈ X かつ qγ ≤ pγ なるようにとる. このとき, qγ < pγ である.

狭義単調増加写像 f : κ −→ κを, 次の通り帰納的に定める:

• f(0) = 0と定める.

• ξ < κとする. 全ての β < ξ に対して f(β) < κが定まっているとき,
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– ξ が後続型順序数 β + 1であるとき, f(ξ) = ht(qf(β), T )と定める. 定義から

明らかに f(β) < f(ξ) < κである.

– ξ が極限順序数であるとき, f(ξ) = supβ<ξ f(β) と定める. κ が正則なので,

f(ξ) < κである.

{qf(α) : α < κ}が反鎖となってしまうことを示す. α < β < κとする. qf(α) と qf(β)

が比較不能であることを示す.

(補題 2) : pf(β) と qf(α) は比較不能である.

(証明) : X が開集合であり pf(β) /∈ X かつ qf(α) ∈ X なので, pf(β) ≰ qf(α) である.

qf(α) < pf(β) であると仮定すると, f(α + 1) = ht(qf(α), T ) > ht(pf(β), T ) ≥ f(β) ≥
f(α+ 1)となってしまい, 矛盾する. よって, pf(β) と qf(α) は比較不能である.

qf(β) < pf(β) であるから, qf(α) ≰ qf(β) でなければならない. また, qf(β) < qf(α) と仮

定すると T が木であることから, pf(β) と qf(α) が比較可能でなければならなくなり, 矛盾

する. よって, qf(α) と qf(β) が比較不能である.

{qf(α) : α < κ}は反鎖であることになるが, これは T が κ-ススリン木であることに反

する. よって, ある η < κについて
∪

β≥η Levβ(T ) ⊂ X となる.

(補題 1)から,各 α < δについて g(α)を,
∪

β≥g(α) Levβ(T ) ⊂ Dαとなるようにとれる.

γ = supα<δ g(α)とおくと, κが正則なので γ < κである. このとき
∪

β≥γ Levβ(T ) ⊂ D

である. T はうまく刈り込まれた木であるので D は稠密である.
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