
VIII[E1]

注意 1. 各 n ∈ ω に対する Pn の元と Pn-名前は, 自然に Pω の元と Pω-名前とみなせる

(このことについては定義 5.10, 補題 5.11と, 第 VII章の定義 7.12, 補題 7.13を参照). そ

こで, この解答では Pω による強制を表現する式の中で Pn の元と Pn-名前が登場すること

を許し, それは本来施されている変換をわざわざ明示していないだけと見なすことにする.

解答はヒントの通りに進めればよい. 残った問題は f がM [G]において ω から ωM
1 へ

の全射になっていることを確認することである.

まず, どのように Gが取られたとしても各 n ∈ ω に対する Gn,Hn は補題 5.13の性質

を満たすようにとれるので,

1 ∥−Pω
(Ġn, Ḣn はそれぞれ補題 5.13の Gn,Hn の性質を満たす)

となるような Pω-名前 Ġn, Ḣn を各 n ∈ ω についてとる.

注意 2. ここで, Ġn は Pω-名前としてとっているが, 実際はM 上 Pn-ジェネリックフィ

ルターの標準的な Pn-名前 Γn (第 VII章定義 2.12)と考えてよい. というのは Γn と Ġn

自体が同じものでなかったとしても, 第 VII章補題 7.13(a)により

1 ∥−Pω
Ġn = Γn

が成立するからである.

また, 各 n ∈ ω について

1 ∥−Pω
(σn は πn の極大反鎖であり Ḣn は M [Ġn] 上 πn-ジェネリック)

となっているので, 各 n ∈ ω について Pω-名前 q̇n を, val(q̇n, G) = qn かつ

1 ∥−Pω
(Ḣn ∩ σn = {q̇n})

となるようにとる.

各 α < ωM
1 について, Dα を

Dα = {p ∈ Pω : ∃n ∈ ω(p ∥−Pω
τn(q̇n) = α̌)}

で定める.
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主張 3. 各 α < ωM
1 について Dα は Pω の稠密部分集合である.

(証明): α < ωM
1 とする. p ∈ Pω を任意にとる. supt(p) は有限であるので,

max (supt(p)) < mなるm ∈ ω をとる. p ↾ m ∈ Pm である. 今,

p ↾ m ∥−Pm
(σm は πm の極大反鎖であり τm は σm から ω

M [Ġm]
1 への全射である)

となっており, また 1 ∥−Pm
ωM
1 ≤ ω

M [Ġm]
1 であるので, 第 VII章系 3.7により, r ≤ p ↾ m

と Pm-名前 µ ∈ dom(πm)を

r ∥−Pm
(µ ∈ σm かつ τm(µ) = α̌)

となるようにとる. ここで, p∗ = r⌢⟨µ⟩ とおくと p∗ ∈ Pm+1 であり, p∗ ≤Pω p である.

p∗ ∥−Pω
τm(q̇m) = α̌であることを示せばよい. p∗ ≤Pω r であるので,

p∗ ∥−Pω
(µ ∈ σm かつ τm(µ) = α̌ かつ Ḣm ∩ σm = {q̇m})

である. ここで,

p∗ ∥−Pω
((p∗)̌ ∈ Ġm+1) かつ p∗(m) = µ ∈ dom(πm))

であるので, Ḣm の定義により, p∗ ∥−Pω
µ ∈ Ḣm である. よって, p∗ ∥−Pω

µ = q̇m であり,

p∗ ∥−Pω
τm(q̇m) = τm(µ) = α̌

である. よって, Dα は Pω の稠密部分集合である. (主張 3)

f が M [G] において ω から ωM
1 への全射になっていることを示す. α < ωM

1 を

任意にとる. p ∈ Dα ∩ G と n ∈ ω を p ∥−Pω
τn(q̇n) = α̌ となるようにとる. α =

val(τn, G)(val(q̇n, G)) = val(τn, Gn)(qn) = f(n)である. よって, f はM [G]において ω

から ωM
1 への全射となっている. (証明終了)
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