
VIII[E2]

注意 1. この解答において各 n ∈ ω に対する Ġn, Ḣn, Gn,Hn は [E1] で扱ったもの

と同様のものとする. すなわち, 反復強制構造 ⟨⟨Pn : n ≤ ω⟩, ⟨πn : n < ω⟩⟩ におい
て, Ġn は M 上 Pn-ジェネリックフィルターの標準的な名前のことであり, Ḣn は

1 ∥−Pn+1
(Ḣn は M [Ġn] 上の πn-ジェネリックフィルター) となる名前とする. また, M

上 Pn+1-ジェネリックフィルター Gn+1 がとられているときに Hn と書いたらそれは

val(Ḣn, Gn+1)のことだとする.

また, <ω1ω に関する次の事実に注意する:

• <ω1ω 上の順序は ∀p, q ∈ <ω1ω(p ≤ q ←→ q ⊂ p)で定められるものとする. この

とき, <ω1ω は Fn(ω1, ω, ω1) の稠密部分集合である. そこで, <ω1ω およびその稠

密部分順序のジェネリックフィルター H について,
∪
H は ω1 から ω への全射と

なる.

• <ω1ω およびその稠密部分順序は ω1-閉であり, c.c.c.をみたさない.

• <ω1ω の部分集合は P(ω1 × ω)の部分集合として表現できる.

補題 2. ⟨⟨Pn : n ≤ ω⟩, ⟨πn : n < ω⟩⟩が反復強制構造で,

∀n ∈ ω
(
1 ∥−Pn

(πn は (<ω1ω)M の稠密部分順序である)
)

が成り立つとき, ω1 と <ω1ω は真の中間拡大について保たれている. すなわち,

∀n ∈ ω
(
1 ∥−Pn

(ωM
1 = ω

M [Ġn]
1 ∧ (<ω1ω)M = (<ω1ω)M [Ġn])

)
である. (このことは, [E3]の結果と第 VII章定理 6.14を用いた帰納法で簡単に証明でき

る.)

補題 3. ⟨⟨Pn : n ≤ ω⟩, ⟨πn : n < ω⟩⟩ が反復強制構造であるとする. n ∈ ω とする.

1 ∥−Pn
(πn は (<ω1ω)M の稠密部分順序である)が成り立ち, かつ πn+1 が,

いかなるM 上 Pn+1-ジェネリックフィルター Gn+1 についても必ず

val(πn+1, Gn+1) = {∅} ∪ {s ∈ (<ω1ω)M : ∃γ < ωM
1

(
γ は極限順序数

∧ dom(s) = γ + (
∪

Hn)(γ + ω)
)
}

となる名前
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で定められているとき, 1 ∥−Pn+1
(πn+1 は (<ω1ω)M の稠密部分順序である) が成り立つ.

(この定義は可能であるし, val(πn+1, Gn+1)が (<ω1ω)M の稠密部分順序であることは簡

単に分かる.)

補題 4. Pを強制半順序とする. π は P-名前で, ∀σ ∈ dom(π)(∃x ∈M(x̌ = σ))となるも

のとする. このとき, ∃p ∈ P(p ∥−P(x̌ ∈ π))ならば x̌ ∈ dom(π)である.

(証明): M 上 P-ジェネリックフィルター G を x ∈ πG なるようにとる. x = σG な

る σ ∈ dom(π) をとる. y ∈ M を y̌ = σ なるようにとる. x = y̌G = y から,

x̌ = σ ∈ dom(π)である. (補題 4)

本題に入る. 各 n ∈ ω に対して, Pn-名前 πn を次の通り帰納的に定める.

• π0 は (P(ω1 × ω)M )̌ の部分集合の都合のよい名前で 1 ∥−P0
(((<ω1ω)M )̌ = π0) と

なるものとする. 第 VII章補題 5.12によりこれは可能である. また, 1π0 = ∅と定
める. これは (補題 4)により可能である.

• n ∈ ω であり, πn が 1 ∥−Pn
(πn は (<ω1ω)M の稠密部分順序である) をみたすと

き, (補題 3) で言及されているのと同様にして π′
n+1 を定める. そして, πn+1 は

(P(ω1×ω)M )̌の部分集合の都合のよい名前で 1 ∥−Pn+1
(π′

n+1 = πn+1)となるもの

とし, また 1πn+1 = ∅と定める. 先ほどと同様にこれは可能である.

このとき, (補題 2)により, 全ての n ∈ ω について 1 ∥−Pn
(πn は ω

M [Ġn]
1 -閉)である.

Pω を可算サポートによって定義する. Pω が ω1 を潰すことを示す.

主張 5. 各 n ∈ ω について, 1 ∥−Pn
(πn は c.c.c.をみたさない)である. (これは (補題 2)

から明らかである.)

主張 6. q ∈ Pω とする. n ∈ ω とする. このとき, q(n)はある x ∈ P(ω1 × ω)M について

の Pn-名前 x̌である. (このことは反復強制構造の定義から明らかである.)

主張 7. q ∈ Pω とする. このとき (主張 6)により, q = ⟨q̌n ∈ MPn : n ∈ ω⟩(ただし, 各

n ∈ ω について qn ∈ (<ω1ω)M ) と表せる. n ∈ ω とする. このとき, qn+1 ̸= ∅ ならば
dom(qn) > dom(qn+1)である.

(証明): 示すべきことに反して qn+1 ̸= ∅かつ dom(qn) ≤ dom(qn+1)となるとする.
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q ↾ (n + 1) ∈ Gn+1 なる M 上 Pn+1-ジェネリックフィルター Gn+1 を任意にとる.

q ↾ (n + 1) ∥−Pn+1
q̌n+1 ∈ πn+1 であるから, qn+1 ∈ val(πn+1, Gn+1) である. qn+1 ̸= ∅

であるから, 極限順序数 γ < ωM
1 を dom(qn+1) = γ + (

∪
Hn)(γ + ω) となるようにと

る. (
∪
Hn)(γ + ω) = k とおく. dom(qn+1) は Gn+1 が何であるかに依存しないので,

q ↾ (n+ 1) ∥−Pn+1
(
∪
Hn)(γ + ω) = k である.

ここで, dom(qn) ≤ dom(qn+1) < γ+ωかつ, q ↾ n ∥−Pn
(q̌n ∈ πn かつ πn は (<ω1ω)M

の稠密部分順序である) なので, r ≤ q ↾ n と rn ≤ qn を r ∥−Pn
(⟨γ + ω, k + 1⟩ ∈ řn

かつ řn ∈ πn) なるようにとる. (補題 4)により, r⌢⟨řn⟩ ∈ Pn+1 である.

r⌢⟨řn⟩ ∥−Pn+1
řn ∈ Ḣn なので, r⌢⟨řn⟩ ∥−Pn+1

∪
Ḣn(γ + ω) = k + 1である. しかし,

r⌢⟨řn⟩ ≤ q ↾ (n + 1) であるので, r⌢⟨řn⟩ ∥−Pn+1
(
∪
Hn)(γ + ω) = k であり, 矛盾であ

る. よって, qn+1 ̸= ∅ならば dom(qn) > dom(qn+1)でなければならない. (主張 7)

主張 8. Pω の元のサポートは有限である.

(証明): Pω の元でサポートが無限のものがあったとすると, (主張 7)により, 順序数の無

限降下列が得られることになり, 矛盾である. (主張 8)

(主張 8) により, Pω は有限サポートによって定義されていることになる. (主張 5) と

[E1]の結果により, Pω は ω1 を潰すことになる. (証明終了)
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