
VIII[E3]

注意 1. 実際に証明するのは次の定理であり, 問われている定理そのものより強い.

定理 2. n ∈ ω とする. 全ての m < n について 1 ∥−Pm
(πm は ω1-閉) が成り立つとき,

Pn は ω1-閉である.

(証明): 帰納法で証明する. P0 = {∅}が ω1-閉であることは明らかである. 0 < m < ω と

し, Pm−1 が ω1-閉であり, 1 ∥−Pm−1
(πm−1 は ω1-閉) が成り立つとする. Pm が ω1-閉で

あることを示せばよい.

⟨pn : n ∈ ω⟩ を Pm の ≤-降下列とする. 各 n ∈ ω について, pn = qn
⌢⟨ṙn⟩ かつ ṙn ∈

dom(πm−1)かつ qn ∥−Pm−1
ṙn ∈ πm−1となるように qn, ṙnをとる. ⟨qn : n ∈ ω⟩は Pm−1

の ≤-降下列である. Pm−1 が ω1-閉であるので, ⟨qn : n ∈ ω⟩ の下界 q′ω ∈ Pm−1 をとる.

q′ω ∥−Pm−1
(⟨ṙn : n ∈ ω⟩ は πm−1 の ≤ -降下列であり πm は ω1-閉) なので, qω ≤ q′ω と

ṙω ∈ dom(πm−1) を qω ∥−Pm−1
(ṙω は ⟨ṙn : n ∈ ω⟩ の下界) となるようにとる. ここで,

pω = qω
⌢⟨ṙω⟩ とおくと pω は Pm における ⟨pn : n ∈ ω⟩ の下界である. よって, Pm は

ω1-閉である. (証明終了)

1


