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概要

藤田博司さんの集中講義「集合論における独立命題」（九州大学、2023年 6月 5日～6月 9日）の前半部
分（集合論パート）のノートである。

1 序論：公理系と独立命題
数学では、命題を証明するという行為が不可欠である。この証明とは、大まかにいえば「妥当な推論の積み

重ね」のことである。何が「妥当な推論」であるか（推論規則）についてはここでは深入りしないが、推論に
は前提と結論と推論規則が必要であり、推論の前提 ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn から結論 ϕが得られた（この推論を

ϕ1 ϕ2 · · · ϕn

ϕ

のように表すことがある）ならば、「前提がすべて真のときには結論も必ず真となる」ことが求められる*1。こ
こで、どの推論にも前提が必要であるとすると、ある推論の前提が妥当であることの推論に前提が必要であ
り、その前提の妥当性の推論にまた別の前提が必要であり、という具合に無限に遡るはめになりかねない。こ
れを避けるためには、それ以上遡って根拠を問われない根本的な前提を立てることが必要となる。そうした前
提のことを公理（axiom）と呼び、公理のリストを公理系（axiom system）と呼ぶ。すると、数学における証
明は公理（公理系）からの推論の積み重ねであるといえる*2。

例 1.1. 群の公理系は以下で与えられる。これを GTで表す。

(G1) ∀x∀y∀z [x · (y · z) = (x · y) · z]
(G2) ∀x [e · x = x&x · e = x]

(G3) ∀x [x−1 · x = e&x · x−1 = e]

ここで、·, e, ( )−1 は説明なしで使われている（無定義語）。逆に、これらの記号の意味が上記の公理系で規定
される、とも解釈できる。そして、群とは公理系GTを満たす ·, e, ( )−1 の定められた数学的構造（structure）
のことである。

例 1.2. 半順序集合とは、以下の公理系 POを満たす二項関係 Rの定められた数学的構造のことである。

(P1) ∀x [xRx]

*1 例えば、「ある人がこれまでに見たカラスがすべて黒かった」という前提から「すべてのカラスは黒い」という結論を導くのは、少
なくとも論理学的な意味では妥当な推論とはいえない。

*2 とはいえ、普段行っている数学はあまり「公理からの推論の積み重ね」には見えないかもしれない。例えば、ある命題を証明する
際に、前提を公理にまで遡らずに、既知の事実を前提として証明を与えることが少なくない。また、群の公理系のように公理が
「定義」の形で与えられている場合にも「公理から出発した推論」っぽさが薄いかもしれない。しかしながら、これらの場合にも原
理的には「公理からの推論」にまで遡ることが可能である。
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(P2) ∀x∀y [(xRy& yRx)⇒x = y]

(P3) ∀x∀y∀z [(xRy& yRz)⇒xRz]

公理系 T から命題 ϕが証明できることを T ` ϕで表す*3。その否定（証明できない）は T 6` ϕで表され
る。例えば、

• GT ` ∀x∀y [(x · y)−1 = y−1 · x−1]

• GT 6` ∀x∀y [x · y = y · x]（なぜなら、非可換な群が存在するので）
• GT 6` ∃x∃y [x · y 6= y · x]（なぜなら、可換な群が存在するので）

である。ここで 3番目の項目に出てきた命題は 2番目の項目に出てきた命題の否定であることに注意された
い。つまり、命題が「真であるかどうか」については ϕ か ¬ϕ（ϕ の否定命題）のどちらかが成り立つので
あるが、命題が「証明できるかどうか」については「ϕが証明できる」と「¬ϕが証明できる」（「ϕが反証で
きる」）のどちらも成り立たないこともある。T ` ϕでも T ` ¬ϕでもないとき、命題 ϕは公理系 T と独立
（independent）であるという。

例 1.3. 上記の例より、命題 ∀x∀y [x · y = y · x]は公理系 GTと独立である。また、半順序集合について、命
題 ϕが ∀x∀y [xRy ∨ yRx]（∨は「または」の意味）であるとき、PO 6` ϕかつ PO 6` ¬ϕである（つまり、半
順序集合には全順序集合でないものも全順序集合であるものもある、ということ）。すなわち命題 ϕは公理系
POと独立である。

さて、T ` ϕを示すには T から ϕを導く証明を具体的に与えればよいが、T 6` ϕを示すにはどうすればよ
いだろうか。元々の定義に従えば、T から ϕへの証明が「ない」ことを示すことになるが、一般に何かが「な
い」ことの証明は難しいので、これを何かが「ある」ことの証明にすり替えることができるとうれしい。ここ
で、これまでに述べてきた例では、ある命題が証明できない理由を「非可換な群が存在するので」や「全順序
でない半順序集合が存在するので」のように説明していたことを思い出そう。この論法をより一般の場合に適
用したい。一般に、公理系 T の公理すべてが成立する数学的構造を T のモデルという。このとき、T のある
モデルで ¬ϕが成立すれば T 6` ϕである。またはこの対偶として、T ` ϕであれば、T のすべてのモデルで ϕ

が成立する。この性質は論理の健全性（soundness）と呼ばれる。また、この逆の性質として、T 6` ϕであれ
ば、T のあるモデルで ¬ϕが成立する。あるいは対偶として、T のすべてのモデルで ϕが成立すれば T ` ϕ

である。この性質は論理の完全性（completeness）と呼ばれる。以上より、命題 ϕが公理系 T と独立である
ことは、ϕを満たす T のモデルと ¬ϕを満たす T のモデルがともに存在することと言い換えられる。
前述のように、公理系 GTや POについてはそれと独立な命題の例が簡単に与えられた。これは特に驚き

ではない。というのも、GTや POという公理系は、考察したい多種多様な対象（群や半順序集合）に共通す
る最低限の性質を抽出したものであるから、むしろそれらの対象の性質が公理系だけからは完全に限定されな
い方が自然であるともいえよう。では、「数学全体」についてはどうだろうか。例えば実数全体の集合 Rは連
続な順序体として（同型の意味で）一意に定まる対象であり、自然数*4全体の集合 Nはペアノの公理系 PAを
満たす数学的構造としてやはり一意的に定まる対象である。つまり、Rや Nは数学全体における固有の（一
つしか存在しない）対象であるから、Rや Nにまつわる命題の中に数学全体の公理系（正確には、後述する集
合論の ZFC公理系）と独立な命題があるのは嬉しくないことである*5。しかしながら、例えば連続体仮説の
ような Rにまつわる独立命題が存在することは周知の事実である。他にも、集合論の宇宙と呼ばれる対象 V

*3 記号 `（\vdash）は「ターンスタイル記号」と呼ばれる。（日本では「ト記号」とも呼ばれる。）
*4 （縫田注）今は集合論の話をしているので、自然数には 0を含む。
*5 （縫田注）これはあくまで素朴な感覚の話であり、実際には、ZFCと独立な命題の存在により集合論が豊かな理論となっているこ
とは集合論の研究者にとっては嬉しいことのはずである。
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（ある意味では「数学の全体」）についても、ZFC公理系と独立な命題の存在が避けられないことはゲーデルの
不完全性定理の帰結として良く知られた事実である。

2 集合論の基本事項

2.1 集合論の公理系

集合論の標準的な公理系である ZFC公理系をなす公理を述べる（ここでは informalな記述に留める）。な
お、以下で出てくる変数はどれも集合を表す。

外延性 a ⊆ bかつ b ⊆ aならば a = b

正則性 a 6= ∅ならば、ある x ∈ aについて x ∩ a = ∅である
分離公理図式 ϕ(x)を xについての命題とするとき、任意の aに対して集合 {x ∈ a : ϕ(x)}が存在する
対 aと bに対して、集合 {a, b}が存在する
和集合 aに対して、集合 {y : ∃x ∈ a [y ∈ x]}が存在する（この集合を

⋃
aで表す）

冪集合 aに対して、集合 {y : y ⊆ a}が存在する（この集合をP(a)で表す）
無限集合 ∅ ∈ aかつ ∀x ∈ a [x ∪ {x} ∈ a]を満たす集合 aが存在する
置換公理図式 命題 ϕ(x, y)が ∀x∃!y ϕ(x, y)を満たすとき（∃!は一意的な存在を表す）、任意の aに対して集

合 {y : ∃x ∈ a ϕ(x, y)}が存在する
選択公理 ∅ 6∈ aのとき、関数 f : a →

⋃
aで ∀x ∈ a [f(x) ∈ x]を満たすものが存在する

なお、ここでは空集合の存在を公理に含めていないが、無限集合公理と分離公理図式から空集合の存在が導出
される。（無限集合公理の中で空集合 ∅を用いているので循環論法では、と思うかもしれないが、formalな記
述としては ∅ ∈ aの代わりに例えば ∃x ∈ a∀y [y 6∈ x]のようにすることで ∅という対象を陽に用いずに等価
な条件を得ることが可能である。）

ZFC公理系は直接的には集合のみに関する公理系であるが、これらの公理系のもとで「数」を構成できる。
例えば自然数を作るには、

0 := ∅
1 := {0} = {∅}
2 := {0, 1} = {∅, {∅}}
3 := {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}
...

n := {0, 1, . . . , n− 1}
n+ 1 := {0, 1, . . . , n} = n ∪ {n}

...

という具合にすればよい。ここで二つの集合 a, bの和集合 a∪ bは
⋃
{a, b}で定義される。（一方、共通部分に

ついては a ∩ b = {x ∈ a : x ∈ b}で定義される。他にも、通常用いられる集合に対する演算が ZFC公理系に
おいても適切に定義される。）なお、無限集合公理の「気持ち」は「上のように構成した数たちをすべて要素に
もつ集合が存在する」というものである。そのような集合の存在を前提とすると、自然数全体の集合 Nを

N =
⋂

{a : aは無限集合公理の条件を満たす}

で定義することができる（右辺はより詳しくは、無限集合公理の条件を満たす aを一つ決めておいて

{x ∈ a : ∀b [(bが無限集合公理の条件を満たす)⇒x ∈ b]}
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と定義される）。また、上の構成で用いた写像 S : N → N, S(x) = x ∪ {x}について、Nが実際に S のもとで
閉じており、S が単射であり、∅は S の値域 ImS に属さず、さらにもしX ⊆ Nが ∅ ∈ X かつ S のもとで閉
じているならばX = Nである、ということを（写像など必要な対象の定義を適切に与えれば）ZFC公理系か
ら証明できる。このような自然数の構成と同様に、「普通の数学」は ZFC公理系から展開できる。そのため、
ZFCと独立な命題については、その真偽は「普通の数学」の範疇では決定できないということになる。

2.2 整列集合と超限帰納法と順序数

定義 2.1. 全順序集合 (X,≤X)が条件「S ⊆ X, S 6= ∅のとき Sの最小元が存在する」を満たすとき、(X,≤X)

を（あるいは X を）整列集合という。

例 2.1. 有限な全順序集合は整列集合である。また N に通常の大小関係 5 を入れたものも整列集合である
（n ∈ Nのとき {m ∈ N : m < n}が有限集合であるため）。一方で、Z, Q, Rは通常の大小関係について整列
集合ではない。なぜなら全体集合に最小元が存在しないからである。また、閉区間 [0, 1] ⊆ Rについては、今
度は全体集合には最小元 0が存在するが、例えば (0, 1) ⊆ [0, 1]に最小元が存在しないため、これも整列集合
ではない。

整列集合の構造はかなり限定される。(X,≤X)を整列集合とすると、

• X 6= ∅なら minX =: x0 がある。
• さらに X 6= {x0}なら min(X \ {x0}) =: x1 があり、x0 <X x1 である。
• さらに X 6= {x0, x1}なら min(X \ {x0, x1}) =: x2 があり、x0 <X x1 <X x2 である。
• …

この操作が途中で止まれば X は有限な整列集合である。そうでなければ上昇列 x0 <X x1 <X · · · <X

xn <X · · · がとれる。これが X の要素すべてであれば (X,≤X) は (N,5) と同型である。そうでないなら
min(X \ {x0, x1, . . . , xn, . . . }) =: x∞ がある。以下同様。という具合に整列集合の構造をイメージできる。
整列集合についてより詳しく述べるために、整列集合 (X,≤X)の元を以下のように分類する。

•「はじめの要素」x0 = minX

• ある要素 y の直後の要素 y′ = min{x ∈ X : y <X x}：これを y の後続者と呼ぶ。なお、y′ の定義に現
れる集合が空でないと仮定している。これが空である場合には X は最大元 y をもつ。

• 上記のどちらでもない要素：これを極限要素と呼ぶ。これは y <X x⇒ y′ <X xを満たす最小元でない
要素 xと同じものである。

有限集合や (N,5)については 1番目と 2番目の種類の要素しか現れない。（逆に、(N,5)は「極限要素をもた
ない無限整列集合」として特徴付けられる。）一方で以下の例を考える。

例 2.2. 集合 N上の二項関係�を、x � yが「xが偶数で yが奇数、もしくは xと yの偶奇が一致して x 5 y」
を意味するように定める。これは全順序である。

（問） 例 2.2の (N,�)が整列集合であることを示せ。また、これは極限要素をもつか？ もつとすればそれは
何か？

自然数に対する数学的帰納法の一般化として、整列集合 (X,≤X)の要素に関する命題 ϕ(x)については、以
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下の性質が成り立つ：

∀x [(∀y <X x ϕ(y))⇒ϕ(x)] であるとすると ∀x ϕ(x) となる

（∀x ϕ(x)の反例が存在するとして、その最小元に着目すればよい）。これを整列集合 X における超限帰納法
（transfinite induction）と呼ぶ。同様に、X の元 xに対する関数 f(x)を定義するときには、すべての y <X x

についての f(y)が既に定まっていることを前提として、それらの値の情報を利用して f(x)の値を定めてよ
い。こうした定義を超限再帰的定義（transfinite recursion）と呼ぶ。超限再帰的定義は通常は以下のように
運用される。

• x0 = minX について f(x0)を定める。
• f(y)の値を用いて f(y′)を定める。
• 極限要素 xにおいては、すべての y <X xに対する f(y)の値を用いて f(x)を定める。

超限再帰的定義の例として、整列集合の順序型を定義する。整列集合 (X,≤X) について、X 上の関数
f(x) = fX(x)を

f(x) = {f(y) : y <X x}

を満たすように定める。例えば X = {x0 < x1 < x2}のとき、

f(x0) = {f(y) : y < x0} = ∅ = 0

f(x1) = {f(y) : y < x1} = {f(x0)} = {∅} = 1

f(x2) = {f(y) : y < x2} = {f(x0), f(x1)} = {∅, {∅}} = 2

となる。(N,5)においても同様に、

fN(0) = ∅ = 0

fN(1) = {fN(0)} = {∅} = 1

fN(2) = {fN(0), fN(1)} = {∅, {∅}} = 2

...
fN(n) = {fN(0), fN(1), . . . , fN(n− 1)} = {0, 1, . . . , n− 1} = n

...

となるので fN = idN である。一般の整列集合の場合には、

• x0 = minX について fX(x0) = ∅ = 0である。
• 後続者 y′ については、

fX(y′) = {fX(z) : z <X y′} = {fX(z) : z ≤X y}
= {fX(z) : z <X y} ∪ {fX(y)} = fX(y) ∪ {fX(y)}

となる。
• xが極限要素のとき、y <X xであれば y <X y′ <X xでもあることから、fX(y) ∈ fX(y′) ∈ fX(x)と
なる。このことから、fX(x) =

⋃
y<Xx fX(y)とも言い換えられる。

このようにして構成した fX の値域 Im fX = {fX(x) : x ∈ X}を (X,≤X)の順序型（order-type）といい、
otp(X,≤X)で表す。順序型については以下の性質が成り立つ。

• 整列集合 (X,≤X)と (Y,≤Y )が順序同型であることと otp(X,≤X) = otp(Y,≤Y )が同値である。
というのも、h : X → Y が順序同型写像であれば、各 x ∈ X について fX(x) = fY (h(x)) であるこ
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とが超限帰納法により示され、h が全単射であるから Im fX = Im fY である。逆に otp(X,≤X) =

otp(Y,≤Y )のとき、fX が全単射であり x <X aと fX(x) ∈ fX(a)が同値であること、および fY も同
様の性質をもつことから、f−1

Y ◦ fX : X → Y が順序同型写像となる。
• (X,≤X)の切片 X(a) := {x ∈ X : x <X a}について otp(X(a)) = fX(a) ∈ otp(X)が成り立つ。こ
れは a ∈ X についての超限帰納法で示される（aが極限要素のとき X(a) =

⋃
b<Xa X(b)であること

に注意）。
• 整列集合 (X,≤X)と (Y,≤Y )について、otp(X) = otp(Y ), otp(X) 3 otp(Y ), otp(X) ∈ otp(Y )のど
れか一つだけが成り立つ。

命題 2.1. 集合 T がある整列集合の順序型であるためには、以下の条件が必要かつ十分である。

1. ∀x ∈ T∀y ∈ x [y ∈ T ]（つまり、T は推移的集合である）
2. T 上の順序 ≤T を α <T β ⇔ α ∈ β で定めると T は整列集合になる。

さらにこれらの条件が成り立つとき、上で定めた順序 ≤T について、T は整列集合 (T,≤T )の順序型である。

証明. 必要性について。T = otp(X,≤X)とすると、T の要素は fX(x), x ∈ X の形であり、定義より fX(x)

の要素は fX(y), y <X xの形である。これは fX(y) ∈ T を満たすので、T は推移的集合である。また、前の
議論で述べたように fX : X → T は全単射であり x <X aと fX(x) ∈ fX(a)すなわち fX(x) <T fX(a)が同
値であるから、fX は (X,≤X)から (T,≤T )への順序同型写像である。よって必要性が示された。
十分性について。条件 2の整列順序 ≤T から定まる関数 fT は、各 α ∈ T について fT (α) = αを満たす。こ

のことを超限帰納法で示す。すべての β <T αについて fT (β) = β であると仮定する。T が推移的であるこ
とから、どの γ ∈ T についても γ ⊆ T であることを注意しておく。

• αがある γ ∈ T の後続者であるとき、特に γ <T αすなわち γ ∈ αである。α = γ ∪ {γ}を示す。上
記のように γ ∈ α であり、また β ∈ γ のとき β <T γ <T α となるので、≤T が順序であることから
β <T α、したがって β ∈ αとなる。よって α ⊇ γ ∪ {γ}である。逆に β ∈ αのとき、β <T αであり、
αが γ の後続者であることから β ≤T γ、したがって β = γ または β <T γ すなわち β ∈ γ である。い
ずれにしても β ∈ γ ∪ {γ}であるので、α ⊆ γ ∪ {γ}である。よって確かに α = γ ∪ {γ}である。する
と帰納法の仮定より γ = fT (γ)であり、α = fT (γ) ∪ {fT (γ)} = fT (α)が確かに成り立つ。

• そうでないとき、α =
⋃
αを示す。T が推移的であることから α ⊇

⋃
αである。逆に β ∈ αのとき、

β <T αであり、現在の仮定より αは β の後続者でないので、ある γ ∈ T について β <T γ <T αとな
る。すると γ ∈ αかつ β ∈ γ であるから、β ∈

⋃
αとなる。よって確かに α =

⋃
αである。fT の定

義より fT (α) =
⋃

β<Tα fT (β) =
⋃

β∈α fT (β)であり（これは α = minT のときも成り立つことに注
意）、帰納法の仮定より各 β ∈ αについて fT (β) = β であるから、fT (α) =

⋃
β∈α β =

⋃
α = αが確

かに成り立つ。

このことから fT = idT であり、otp(T,≤T ) = T となる。よって十分性および主張の後半部分が示された。

ある整列集合の順序型となる集合を順序数（ordinal number）という。例えば自然数 0, 1, 2, . . . , n, . . . は
どれも順序数であり、自然数全体の集合 Nも順序数である（前述のように fN = idN であるため）。以下、順
序数はギリシャ文字の小文字 α, β, γ, . . . で表す。特に ω は順序数としての Nを表す。順序数に対する大小は
α < β ⇔ α ∈ β で定める。整列集合の要素の分類と同様に、順序数も以下のように分類される。

• ゼロ：∅
• 後続順序数：ある β について α = β + 1 := β ∪ {β}となる α（これは最大元をもつ整列集合の順序型
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に対応する）
• 極限順序数：上記のどちらでもないもの（言い換えると、α 6= ∅かつ ∀β < α∃γ [β < γ < α]を満たす

α）

ω は極限順序数の例である。順序数およびそれらの大小関係について以下が成り立つ。

• 順序数を要素とする空でない集合は最小元をもつ。
• 順序数 α, β について、α < β, α = β, α > β のどれか一つだけが成立する。
• α < β < γ のとき α < γ である。

特に、整列集合の要素の場合と同様に、順序数に関する命題 ϕ(α)を示す際には ∀β < α ϕ(β)を仮定してよ
い（超限帰納法）。また、順序数に対する関数 f(α)を定義する際には、すべての β < αに対する f(β)が既に
定まっていることを前提としてその情報を利用してよい（超限再帰的定義）。

2.3 選択公理と基数

以下の命題は互いに（ZFCから選択公理を除いた ZF公理系において）同値であることが知られている。

• 選択公理（AC）
• ツォルンの補題
• 整列定理：すべての集合は整列順序付けできる

これらの同値性のうち、「AC ⇒ ツォルンの補題」はやや面倒である。逆に「整列定理 ⇒ AC」は明らかであ
る（集合族 X の和集合

⋃
X に整列順序を入れて、最小元をとる関数を選択関数とすればよい）。ここでは残

る「ツォルンの補題 ⇒ 整列定理」の証明を述べる。

証明. X を任意の集合とする。P := {(S,R) : S ⊆ X , Rは S の整列順序付け}と定めて、P 上の順序 ≤P を

(S1, R1) ≤P (S2, R2)
def⇔(S1, R1) = (S2, R2) または、(S1, R1) は (S2, R2) の切片（すなわち、ある

s ∈ S2 について、S1 = {x ∈ S2 : x <R2
s}かつ R1 = R2|S1

）

と定める。C ⊆ P を全順序部分集合とする。S :=
⋃
{S : ∃R [(S,R) ∈ C]}として、S 上の二項関係 Rを

xRy
def⇔ ある (S,R) ∈ C について x, y ∈ S かつ xRy

で定める。C は全順序部分集合であるから、どの二つの要素 x, y ∈ S についても、x, y ∈ S を満たす
(S,R) ∈ C が存在する。このことから、xRy は「すべての (S,R) ∈ C について、x, y ∈ S であれば xRy」と
同値である。すると、(S,R) ∈ P であり (S,R)が C の上界となることがわかる。よって P はツォルンの補
題の前提を満たすので、その極大元 (S∗, R∗)が存在する。ここでもし x∗ ∈ X \ S∗ であるとすると、整列集
合 (S∗, R∗)に最大限 x∗ を付け加えた整列集合を考えることで、(S∗, R∗)よりも（順序 ≤P について）真に大
きな P の要素が得られるが、これは (S∗, R∗)の極大性に反する。よって S∗ = X であり、R∗ がX の整列順
序付けを与える。

ZFC 公理系において、整列定理より ∀X∃α∃f [f : X → α は全単射] が成り立つ。特に順序数 |X| :=
min{α : ∃f [f : X → α は全単射]}が定まる。これを集合 X の基数あるいは濃度（cardinality）という。集
合 X,Y について、全単射 X → Y が存在することを X ∼ Y で表す。このとき以下の性質が成り立つ。

• X ∼ Y ⇔ |X| = |Y |
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• 順序数 αについて、以下の 4条件は同値である。これらを満たす αを基数（cardinal number）と呼ぶ。
1. ある X について |X| = α

2. |α| = α

3. β < αのとき単射 α → β は存在しない
4. β < αのとき全射 β → αは存在しない

例 2.3. 自然数 0, 1, 2, . . . , n, . . . はどれも基数である。また ωも基数である。基数としての ωを考えている
ことを強調したいときには、ω を記号 ℵ0 で表す。

上の例で挙げたのはいずれも有限あるいは可算（無限）な順序数であったが、不可算集合が存在して（例え
ば R）それが整列順序付けできることから、不可算な順序数が存在する。よって最小の不可算順序数が存在す
る。これを ω1 で表す。ω1 は可算もしくは有限な順序数全体の集合と一致する。また定義より ω1 は基数であ
る。基数としての ω1 を ℵ1 で表す。一方で、|R|を記号 2ℵ0 で表す（なお、一般に、集合 xの冪集合P(x)の
濃度は |P(x)| = 2|x| である）。すると、Rは不可算集合であるから、ℵ1 の定義より ℵ1 ≤ 2ℵ0 が成り立つ。こ
こで等号 ℵ1 = 2ℵ0 が成立するという主張はカントールの連続体仮説 CHと呼ばれる。CHは ZFCと独立で
あることが知られている。

3 ω1 とダイアモンド原理
順序数からなる集合 X について、

⋃
X もまた順序数である。これは X に属する順序数たちの上限 supX

となる。（逆に、X 6= ∅のとき
⋂
X = minX も成り立つ。）また、（選択公理により）可算個の可算集合の和集

合もまた可算集合であることがわかる。このことから、ω1 の可算部分集合は ω1 において上に有界である、す
なわちX ⊆ ω1, |X| < ℵ1 のとき supX < ω1 が成り立つ。例えば、可算な上昇列 α0 < α1 < · · · < αn < · · ·
（αn < ω1）が与えられたとき supn<ω αn < ω1 である。この性質は ω1 の正則性と呼ばれる。（ω1 は Rに埋め
込めない、つまり Rの部分集合と順序同型ではない（Rの稠密性より）。このことが ω1 の順序構造をイメー
ジしにくい一因となっているかもしれない。）

定義 3.1. X ⊆ ω1 とする。
⋃

X = ω1 のとき、X は ω1 において非有界（unbounded）であるという。X の
部分集合 Y が ω1 において有界であれば常に supY ∈ X となるとき、X は ω1 において閉（closed）であると
いう。閉かつ非有界（closed and unbounded）、を CLUBと略する。

例 3.1. • ω1 自身は ω1 において CLUBである。
• 順序数の集合X について、ある Y ⊆ X に対する supY の形で表せる順序数 α ∈ X の全体を Lim(X)

で表す。例えば Lim(ω1)は可算な極限順序数全体となる。この Lim(ω1)は ω1 において CLUBである。
• 同様に、Lim(Lim(ω1)), Lim(Lim(Lim(ω1))), . . . なども ω1 において CLUBである。Lim(Lim(ω1))

の要素としては例えば ω× ωが挙げられる。これは Qの部分集合
⋃

k∈N{k+
n

n+1 : n ∈ N}の順序型で
ある。

命題 3.1. C0, C1, . . . , Cn, . . .（n < ω）がすべて ω1 において CLUBであるとき、
⋂

n<ω Ck も ω1 におい
て CLUBである。

証明. C :=
⋂

n<ω Cn とおく。Y ⊆ C が ω1 において有界とすると、各 nについて Y ⊆ Cn であり Cn が閉
なので supY ∈ Cn である。よって supY ∈ C であり、C は閉である。
自然数の列 (kn : n < ω)を、どの自然数も無限回現れるものとする（例えば、列 (0, 1, . . . , k), k < ω たち

をすべてつなげたものとすればよい）。任意の α ∈ ω1 について、α0 := αとし、n ≥ 1について αn < ω1 を
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αn > α0, . . . , αn−1 かつ αn ∈ Ckn となるようにとる（Ckn の非有界性）。このとき λ := sup{αn : n < ω}
は各 k < ω について λ = sup{αn : n < ω, kn = k}を満たすので、Ck が閉であることから λ ∈ Ck となる。
よって α < λ ∈ C となる。以上より C は非有界である。

f : ω1 → ω1 を任意の関数とする。Cf := {α < ω1 : ∀β < α [f(β) < α]}とする。これは {α < ω1 : f“α ⊆
α}とも表せる。ここで関数 g と集合 X について g“X := {g(x) : x ∈ X}と書いている。さて、このとき Cf

は ω1 において CLUBである。実際、閉であることは、Y ⊆ Cf , α := supY < ω1 のとき

f“α = f“
⋃

Y =
⋃

{f“β : β ∈ Y } ⊆
⋃

{β : β ∈ Y } =
⋃

Y = α

より α ∈ Cf であるため成り立つ。非有界であることは、α < ω1 のとき、α = α0 < α1 < · · · を
αn+1 := sup({(f“αn) ∪ {αn + 1})で定めると、λ := supn<ω αn について α < λ < ω1 かつ f“λ ⊆ λとな
り、λ ∈ Cf となるため成り立つ。同様の論法により、ω1 から ω1 への可算個の（一般には多変数の）関数た
ちすべてで閉じた可算順序数全体の集合も ω1 において CLUBであることがわかる。

定義 3.2. S ⊆ ω1 について、C ⊆ ω1 が CLUBであれば常に S ∩C 6= ∅となるとき、S は定常（stationary）
であるという。

ω1 の定常でない部分集合について以下の性質が成り立つ。

• ω1 の可算な部分集合X は定常ではない。（{α < ω1 : α > supX}が CLUBであるため。）特に ∅は定
常でない。

• ω1 自体は定常である。
• 定常でない集合の部分集合は定常でない。
• 可算個の定常でない集合 Xn（n < ω）の和集合も定常でない。（各 Xn と交わらない CLUB集合 Cn

をとると、命題 3.1より
⋂

n<ω Cn も CLUBであるため。）

一つのイメージ（アナロジー）として、ω1 の非定常部分集合、定常部分集合、CLUB部分集合がそれぞれ区
間 [0, 1] ⊆ Rの可測集合のうち測度零のもの、測度正のもの、測度 1のものと類似している、と捉えることも
できる。

定義 3.3. Σ ⊆ ω1 について、以下の主張を ♦(Σ)で表す（ダイアモンド原理と呼ばれる）：

集合族 {Sα : α ∈ Σ}で、以下の条件
1. ∀α ∈ Σ [Sα ⊆ α]

2. ∀X ⊆ ω1 [{α ∈ Σ : X ∩ α = Sα} が ω1 において定常]

を満たすものが存在する。

また、この条件に現れる集合族 {Sα : α ∈ Σ}を ♦(Σ)-族と呼ぶ。

条件 2.より、♦(Σ)が成り立つ Σはある定常集合を部分集合にもつため、Σ自身が定常でなければならな
い。また、Σ ⊆ Σ′ ⊆ ω1 のとき ♦(Σ)は ♦(Σ′)を導くことを注意しておく。したがって、これらの主張の中
で ♦(ω1)が最も弱い主張となる。この ♦(ω1)を単に ♦で表す。

定理 3.1. ♦⇒CHが成り立つ。

証明. 仮定より ♦(ω1)-族 {Sα : α < ω1}が存在する。X ⊆ ω について、条件 2.の集合が定常であることか
ら、α ≥ ωを満たすある α < ω1 についてX ∩α = Sα が成り立つ。特に、X ⊆ ω ≤ αより Sα = X ∩α = X
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となる。このような最小の αを αX で表すと、SαX
= X より対応X 7→ αX は ω から ω1 への単射を定める。

よって ℵ1 = |ω1| ≥ |ω| = 2ℵ0 である。ℵ1 ≤ 2ℵ0 であるから ℵ1 = 2ℵ0 となり、CHが成り立つ。

なお、ZFC が無矛盾であれば ZFC + ∀Σ ⊆ ω1 [ Σが定常 ⇒♦(Σ)] も無矛盾であることが知られている
（ゲーデルの構成可能性宇宙がそのモデルを与える）。

4 半順序集合とマーティンの公理
定義 4.1. (P,≤)を半順序集合（poset）とする。p, q ∈ P について、∃r ∈ P [r ≤ p& r ≤ q]が成り立つと
き、pと q は両立する（compatible）という。p, q が両立しないことを記号 p ⊥ q で表す。P の部分集合X の
どの 2要素も互いに両立しないとき、X を反鎖（antichain）と呼ぶ。D ⊆ P が ∀p ∈ P∃d ∈ D [d ≤ p]を満
たすとき、D は P において稠密（dense）であるという。F ⊆ P が以下の 2条件

1. ∀p, q ∈ F∃r ∈ F [r ≤ p& r ≤ q]（つまり、下に有向である）
2. (p ∈ F & p ≤ q)⇒ q ∈ F（つまり、上向きに閉じている）

を満たすとき、F を P のフィルターという。

例 4.1. X を無限集合、Y 6= ∅とする。

Fn(X,Y ) := {p : pは dom(p)から Y への関数 , dom(p) ⊆ X , |dom(p)| < ℵ0}

と定め、p, q ∈ Fn(X,Y )について q が pの（dom(q)への）制限である（これを q ⊆ pと書く）とき p ≤ q と
定めることで半順序集合 (Fn(X,Y ),≤)を構成する。Fn(X,Y )の各要素 pを「何らかの関数 X → Y の有限
な近似」ととらえると、p ≤ q のとき、pの方が q よりも良い近似を与えていると解釈できる*6。またこのと
き、p ⊥ q とは「pと q を共通の関数へと拡張できない」、言い換えると「pと q が同じ関数X → Y の近似に
なり得ない」ということである。正確にはこれは ∃x ∈ dom(p) ∩ dom(q) [p(x) 6= q(x)]と同値である。
Fn(X,Y )のフィルター F に対し、部分関数 gF : X ··→Y（記号 ··→は部分関数を表すことにする）を

gF (x) = y
def⇔ ∃p ∈ F [p(x) = y]

で定める。F が下に有向であることから gF は部分関数として well-defined である。また定義より各 p ∈ F

は gF の制限である。逆に、部分関数 g : X ··→Y が与えられると F = {g|S : S ⊆ dom(g) , |S| < ℵ0} は
Fn(X,Y )のフィルターである。このように、Fn(X,Y )のフィルターとは何らかの部分関数の有限な近似のこ
ととも考えられる。ただし、F がフィルターであるというだけでは gF が全域関数（dom(gF ) = X）であるこ
とは保証できない。そこで、各 x ∈ X について以下の集合を考える。

Dx := {p ∈ Fn(X,Y ) : x ∈ dom(p)}

この Dx は Fn(X,Y )で稠密である（p ∈ Fn(X,Y )の定義域が pを含まなければ、pでの値を割り当てて定
義域を拡張できるため）。また、フィルター F が Dx と交わることは x ∈ dom(gF ) と同値である。同様に、
y ∈ Y に対して

Dy := {p ∈ Fn(X,Y ) : y ∈ Im p}

と定めると、Dy は Fn(X,Y )で稠密であり（X は無限集合であるからX \ p 6= ∅であり、値が y となる点を
定義域に追加できるため）、F が Dy と交わることは y ∈ Im(gF ) と同値である。このように、Fn(X,Y ) の

*6 定義域が広い側を「小さい」と定義しているのは「近似される関数X → Y の範囲がより狭まる」という感覚に基づいていると思
われる。
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フィルターがどの稠密集合と交わるかを調べることで、そのフィルターが定める関数の性質がわかる。（そう
したことを一般の posetについても行い、posetのフィルターが定める「バーチャルな関数」について考察し
たい、という集合論的な動機がある。）

命題 4.1. 空でない poset P の可算個の稠密部分集合に対して、それらすべてと交わるフィルターが存在する。

証明. D0, D1, . . . , Dn, . . . を P の稠密集合とする。P の元の下降 ω-列 (pn : n < ω)（すなわち、pn ∈ P か
つ pn ≥ pn+1）で pn ∈ Dn を満たすものを以下のように再帰的に構成する。

• p0 ∈ D0 をとる。（より詳しくは、P の要素 q をとると D0 の稠密性より r ≤ q となる r ∈ D0 が存在
する。つまり P の稠密集合はどれも空でない。）

• n < ω として、pn が構成されているとき、Dn+1 の稠密性より pn+1 ≤ pn を満たす pn+1 ∈ Dn+1 を
とれる。

そして F := {p ∈ P : ∃n < ω [pn ≤ p]}と定めると F はフィルターである。（上向きに閉じていることは定義
より明らかである。また、p, q ∈ F のとき、pn ≤ pを満たす nと pm ≤ qを満たすmが存在するが、このとき
k := max{n,m}とすると pk ∈ F かつ pk ≤ p, q となる。よって F は下に有向である。）さらに pn ∈ F ∩Dn

が成り立つ。よって F は主張の条件を満たす。

一方で、命題 4.1の「可算個の稠密部分集合」を「ℵ1個の稠密部分集合」に変えた命題は成り立たない。実際、
Fn(ω, ω1)において前述の稠密集合Dα（α < ω1）を考えると、フィルター F が定める部分関数 gF : ω ··→ω1

は全射にはなり得ないため、F がすべてのDα と交わることは不可能である。では、半順序集合に何らかの条
件を課せば「ℵ1 個の…」とした命題が成立するようになるだろうか？

定義 4.2. 半順序集合 (P,≤) の反鎖がどれも高々可算であるとき、P は可算鎖条件（countable chain
condition, c.c.c.）を満たすという*7。

例 4.2. • Fn(ω, ω1)は c.c.c.を満たさない。実際、各 α < ω1 について pα(0) = αを満たす関数 pα を考
えると、それらはどの二つも両立しない。

• Y が可算集合のとき、Fn(X,Y )は c.c.c.を満たす。（後述するデルタ補題から導かれる。）
• Rの有界非空開区間の全体の集合を P とすると、(P,⊆)は c.c.c.を満たす。実際、P の反鎖とは「どの
二つも交わらない非空開区間の集合」のことであるが、空でない開区間は何らかの有理数を含むので、
それらの区間は高々可算個しかあり得ない。

（問） 可算な稠密集合を含む poset は c.c.c.を満たす。これを示せ。

定義 4.3. 「c.c.c. を満たす poset の ℵ1 個の稠密集合に対して、それらすべてと交わるフィルターが存在す
る」という主張をMAℵ1

で表し、ℵ1 に関するマーティンの公理という。

ZFCが無矛盾であれば ZFC + MAℵ1 も無矛盾であることが知られている。

定理 4.1. MAℵ1
を仮定する。このとき ℵ1 < 2ℵ0 が成り立つ（したがって ¬CHである）。

証明. P を例 4.2で考えた Rの有界非空開区間のなす posetとする（したがって c.c.c.を満たす）。x ∈ Rに
ついてDx := {p ∈ P : x 6∈ cl(p)}と定める（cl(p)は pの閉包を表す）。このDx は稠密である。実際、p ∈ P

が p 6∈ Dx である、つまり x ∈ cl(p)を満たすとすると、pの左側 3分の 1を取り出した開区間 q1 ≤ pと右

*7 “countable antichain condition”と呼ぶ人もいるらしい。元々はブール代数の文脈で現れた概念とのことで、ブール代数の場合
には「反鎖」を「鎖」に変えた条件も等価になることがこの名称の由来とのことである。
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側 3 分の 1 を取り出した開区間 q2 ≤ p は閉包をとっても互いに交わらないため、q1 ∈ Dx または q2 ∈ Dx

である。ここで |R| = ℵ1 と仮定すると、仮定 MAℵ1
より、すべての Dx と交わるフィルター F が存在す

る。{cl(p) : p ∈ F} は R の有界閉区間の族であり有限交叉性をもつ（F が下に有向であるため）。よって⋂
p∈F cl(p)は空でない。その要素 xをとると、どの p ∈ F についても x ∈ cl(p)すなわち p 6∈ Dx となるの
で、F ∩Dx = ∅である。これは F の選び方に反する。以上より |R| 6= ℵ1 であり、ℵ1 < 2ℵ0 が成り立つ。

他にも、ZFCにMAℵ1
を加えたときに得られる帰結として、

• ℵ1 個のルベーグ可測集合の和集合はまたルベーグ可測である
• poset P と Qが c.c.cを満たせばその直積 P ×Qも c.c.c.を満たす

などが知られている。なお、後者については ♦を仮定すると反例を構成できる。したがってこの命題は ZFC
と独立である。

5 デルタ補題
定義 5.1. D を集合族とし、r を集合とする。∀a, b ∈ D [a 6= b⇒ a ∩ b = r]が成り立つとき、D を r を根と
するデルタ族（∆-system）という。

以下の性質は集合論（無限組合せ論）における便利な事実である。

定理 5.1 (デルタ補題（∆-system lemma）). 有限集合からなる不可算な集合族は不可算なデルタ族を含む。

証明. k < ωについて、主張の対象を k-要素集合からなる集合族に制限した命題を ϕ(k)で表す。まず ϕ(k)が
すべての k で成り立つことを帰納法で示す。ϕ(0)は自明である（0-要素集合は空集合 ∅のみなのでこのよう
な不可算な集合族はそもそも存在しない）。以下、ϕ(k)が成り立つと仮定する。Aを (k + 1)-要素集合からな
る不可算な集合族とする。以下の場合分けを行う。

Case 1: すべての x ∈
⋃
A について A(x) := {a ∈ A : x ∈ a} が高々可算のとき。α < ω1 について

aα ∈ Aを以下のように再帰的に選ぶ。β < αに対する aβ が既に選ばれているとする（α = 0のときも含む：
このとき特に仮定は置かない）。Iα :=

⋃
β<α aβ は高々可算個の有限集合の和集合であるから高々可算であり、

したがって、
⋃
{A(x) : x ∈ Iα} = {a ∈ A : a ∩ Iα 6= ∅}も高々可算個の高々可算集合の和集合であるから可

算集合である。よってこれに属さない aα ∈ Aをとれる。すると、構成より ∀α < ω1∀β < α [aα ∩ aβ = ∅]と
なるので、{aα : α < ω1}は Aに含まれる ∅を根とする不可算なデルタ族である。

Case 2: ある x ∈
⋃
Aについて A(x)が不可算のとき。A(x)の各要素の要素から xを取り除いてできる

集合族は k-要素集合の不可算な集合族であるから、仮定 ϕ(k)より、ある根 rをもつ不可算なデルタ族を含む。
その各要素に xを要素として入れ直すと、Aの不可算な部分族となり、しかもそれは r ∪ {x}を根とするデル
タ族となる。
よって ϕ(k + 1)が成り立つ。こうして帰納法により、すべての k < ω について ϕ(k)が成り立つことが示

された。
元々の主張における集合族 Aについては、k < ω について Ak := {a ∈ A : |a| = k}とすると Aはこれら

の和集合であるから、どれかの Ak は不可算となる。この Ak に命題 ϕ(k)を適用すると所望のデルタ族が得
られる。

デルタ補題の使用例として、前述の例 4.2で触れた例を扱う。

例 5.1. X が無限集合で Y が可算集合のとき、Fn(X,Y )は c.c.c.を満たす。実際、A ⊆ Fn(X,Y )を不可算な
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部分集合とすると、ある与えられた集合に dom(p)が一致する p ∈ Fn(X,Y )たちは（Y が可算なので）高々可
算個しかない。よって {dom(p) : p ∈ A}は有限集合からなる不可算な集合族であり、デルタ補題により不可算
なデルタ族を含む。すなわち、不可算なB ⊆ Aと有限な d ⊆ X で、∀p, q ∈ B [p 6= q⇒dom(p)∩dom(q) = d]

を満たすものが存在する。ここで、dは有限で Y は可算なので、関数 d → Y は可算個しか存在しない。よっ
て、ある関数 r : d → Y について、p ⊇ r（つまり p|d = r）を満たす p ∈ B が不可算個存在する。そして、そ
のような異なる p, q ∈ B について、B の選び方より dom(p) ∩ dom(q) = dであり、pと q は d上で（r に）
一致するので、pと q は両立する。よって Aは反鎖ではない。以上より確かに Fn(X,Y )は c.c.c.を満たす。
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