
「Whitehead群について」の行間埋め
後藤 達哉

2024年 1月 5日 作成

本稿は藤田博司氏による「Whitehead群について」(https://tenasaku.com/academia/fukuoka-2023-06/
lecturenote.pdf)の補題 3.8の行間埋めである．本稿の作成に当たって，高橋克典氏の助言を得た．
次の可換図式を考える：

0 Z C1 B1 0

0 Z C0 B0 0

l h

i

id r

π

e

ここで第 1行と第 2行はともに完全列であり，rは単射，eは包含写像である．また，C0 は pB0,Zq群であり
iは入射，π は射影であり，これは分裂するとする．このとき，C1 を C0 を部分群として含む pB1,Zq群に取
り直して，lは入射，hは射影とできる．

証明. π の sectionを ρ, iの retractionを j とする．b P B0 に対して整数 nb P Zを ρpbq “ pb, nbqを満たす
一意なものとして定める．
b P B1 に対して b P B0 なら xb “ rρpbq ´ lpnbqとおき，b R B0 なら xb P h´1tbuととる．すると，b P B0

に対しても xb P h´1tbuとなることが計算できる．
このとき，全単射 ψ : C1 Ñ B1 Ñ Zで c P C1を phpcq, zcqに送るものがある．ここに zcは c “ xhpcq `lpzcq

を満たす一意な整数である．さらにこの ψ は次の図式を可換にする：
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ψr が包含写像であることを示そう．pb, nq P B0 ˆ Zを任意にとる．すると次の計算が従う：

ψrpb, nq “ pψrqpρπ ` ijqpb, nq

“ ψrρpbq ` ψrijpb, nq

“ phrρpbq, zrpb,nbqq ` phrijpb, nq, zrijpb,nqq

“ pb, zrpb,nbqq ` p0, zrijpb,nqq.

最右辺に出てくる zrpb,nbq と zrijpb,nq を計算しよう．

lpzrpb,nbqq “ rpb, nbq ´ xhrpb,nbq

“ rpb, nbq ´ xπpb, nbq

“ rpb, nbq ´ prρpbq ´ lpnbqq

“ lpnbq
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なので，zrpb,nbq “ nb である．また，

lpzrijpb,nqq “ rijpb, nq ´ xhrijpb,nq

“ rijpb, nq ´ x0

“ rijpb, nq

“ ljpb, nq

より，zrijpb,nq “ jpb, nqを得る．したがって，

ψrpb, nq “ pb, nbq ` p0, jpb, nqq

“ ρπpb, nq ` ijpb, nq

“ pb, nq

となり，ψr が包含写像であることが示された．
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