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はじめに
このノートは, 九州大学理学部において, 2023年 6月 5日から 9日にわたって「集合論における独立命題」

という題目でおこなった集中講義において配布した資料に, 講義終了後, 必要最小限度の修正と加筆をしたも
のである.
集中講義の前半において, 独立性の一般論と, 若干の集合論的なトピックの解説をし, 後半において, ホワイ

トヘッドの問題がサイズ ℵ1 のアーベル群について集合論と独立であることの証明を述べた. このノートにお
いて V = L とか MAℵ1

とか「デルタ補題」などという集合論のテクニカルタームが何の説明もなしに用い
られているのは, そういう事情による. それらのテクニカルタームの解説をした前半部分については, 資料を配
布しなかったのだが, 今回の集中講義のホスト役の縫田光司さんが, 講義内容をノートにとり, LATEX文書にま
とめてくださった. 縫田さんのご厚意により, この前半部分のノートを,「集中講義（藤田博司さん）のノート
（前半パート）」というタイトルで, 本稿と同じく, 藤田のウェブサイト「なげやりアカデミア」にて公開させて
いただく. このことも含め, 集中講義開講の労をとって藤田を招いていただいたことについて, 縫田さんに厚く
御礼を申しあげる次第である. 加えて, 講義を聴講してくれた九大生のみなさんと, 斎藤新悟さん (九州大学基
幹教育院准教授)に感謝する.

1 自由アーベル群とホワイトヘッド群
アーベル群 A 部分集合 X を含む最小の部分群のことを X で生成された部分群といい, 〈X〉 とあらわす.

〈X〉 は X の要素の整数係数の 1次結合

m1x1 +m2x2 + · · ·+mkxr, (mi ∈ Z, xi ∈ X)

の全体からなる. 〈X〉 = A のとき X は A を生成するという. 一個の要素 x で生成される群 〈x〉 は巡回群と
呼ばれる. これはしばしば Zx とも書かれる.
アーベル群 A と部分集合 X があって, A のすべての要素が X の要素の整数係数の 1次結合としてただ一

通りに表示できるとき, X は A の基底と呼ばれる. X が A の基底であるためには, X が A を生成し, さら
に Z 上 1次独立であることが必要かつ十分である.
基底をもつアーベル群を自由アーベル群という. たとえば Z は自由アーベル群である. また n = 2, 3, . . . の

とき, Zn に成分ごとの加法を定めれば, これも自由アーベル群である. 特別なケースとして, 自明な群 0 は空
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集合を基底とする自由アーベル群である. いっぽう, 有限巡回群 Z/nZ (n ≥ 2) においてはすべての要素 a に
ついて na = 0 なのでゼロ元を表示する 1 次結合が一意的でなく, 基底は存在しない. よって Z/nZ は自由
アーベル群でない. また有理数の加法の群 Q も自由アーベル群でない (命題 A.3を見よ).
A を自由アーベル群とし X をその基底とすると, X から任意のアーベル群 B への任意の関数 f : X → B

はアーベル群の準同型 f : A → B に一意的に拡張できる. このことを利用すれば次のように任意のアーベル
群は自由アーベル群の準同型像となることがわかる.

命題 1.1 任意のアーベル群 A に対し自由アーベル群 F と全射準同型 π : F → A が存在する. □

補題 1.2 A をアーベル群, K をその部分群とする. もしも K と A/K がいずれも自由アーベル群ならば, A
も自由アーベル群であり, K の任意の基底は A の基底へと拡張できる.
[証明] X を K の基底, Y を A/K の基底とする. 各 y ∈ Y に対し, K-剰余類としての y の代表元をとっ
て, その全体を Y ′ とすると, X ∪ Y ′ が A の基底になる. □

言いかえれば, 短完全系列
0 → K → A→ L→ 0

において K と L が自由アーベル群なら A も自由アーベル群である.

補題 1.3 λ を極限順序数とする. アーベル群の増加列

A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ Aα ⊆ · · · (α < λ)

が条件

(i) A0 = 0,
(ii) 各 α で Aα+1/Aα が自由アーベル群である,
(iii) α が極限順序数のときは Aα =

⋃
β<αAβ

をみたすならば, その和 A =
⋃
α<λAα は自由アーベル群であり, また各 α < λ に対して剰余群 A/Aα も自

由アーベル群である.
[証明] 超限帰納法によって部分集合の増加列 X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ · · ·Xα ⊆ · · · を作って Xα が Aα の基底に
なるようにする. そのためにまず X0 = ∅ とする. 帰納法の仮定としてすべての β < α に対して Xβ が Aβ

の基底となるように, かつ増加列として, とれたとする. α が極限順序数のときは (ii)より Aα =
⋃
β<αAβ な

ので Xα =
⋃
β<αXβ とすれば Xα が Aα の基底となる. α が後続順序数で α = β + 1 となっているときは,

仮定より Aβ+1/Aβ は自由アーベル群であり, また Aβ は基底 Xβ をもつので自由アーベル群である. そこで
補題 1.2により, Aα = Aβ+1 も自由アーベル群であり, Xβ を Aα の基底 Xα に拡張できる.
このようにしてすべての α < λについて Xα が作られたとすれば,その和 X =

⋃
α<λXα は A =

⋃
α<λAα

の基底となる. また, 剰余群 A/Aα は X \Xα の生成する A の部分群と同型なので, これも自由アーベル群で
ある. □

定理 1.4 自由アーベル群 A の任意の部分群 B は, また自由アーベル群である. このとき B の基底の濃度は
A の基底の濃度を超えない.
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[証明] A の基底 X を X = {xξ : ξ < κ } と整列させて, Aα =
〈
{xξ : ξ < α }

〉
とする. α ≤ κ が極限順

序数のときに Aα =
⋃
β<αAβ となっていることに注意しよう. Bα = B ∩Aα とおく. α に関する超限帰納法

で部分集合 Yα をつくり, それが Bα の基底になるようにする. 最初は Y0 = ∅ とすればよい. また α が極限
順序数のときは Yα =

⋃
β<α Yβ とすればよい. α が後続順序数だったとして α = β + 1 と仮定する. もしも

Bα = Bβ ならば Yβ をそのまま Yα とすればよい. Bα ) Bβ だったならば, xβ 成分への射影 ϕ : Bα → Zxβ
がゼロ写像ではない. Imϕ は無限巡回群 Zxβ のゼロでない部分群なのでこれも無限巡回群であり, Z と同型
なので自由アーベル群である. また Kerϕ = Bβ であり, これは基底 Yβ をもつ自由アーベル群である. Bβ と
Bα/Bβ ∼= Imϕ がいずれも自由アーベル群なので, 補題 1.2により Bα も自由アーベル群であり, Bβ の基底
Yβ を Bα の基底 Yα へ拡大できる. こうしてできる Yα 全体の和集合を Y とすれば Y は B の基底になる.
よって B も自由アーベル群である. □

命題 1.5 有限生成でねじれ元をもたないアーベル群は自由アーベル群である.
[証明] アーベル群 A = 〈a1, . . . , an〉 の生成元の集合 {a1, . . . , an} の部分集合であって Z上 1次独立であり,
かつ, そのようなもののうちで極大なものを考えよう. 必要なら番号づけを変更することにより, {a1, . . . , ar}
がそのような極大な 1次独立部分集合であったと一般性を損なうことなく仮定できる. B = 〈a1, . . . , ar〉 とす
る. このとき各 ai (r + 1 ≤ i ≤ n) について整数 `i ≥ 1 が存在して `iai ∈ B となる. というのも, もしもそ
のような整数 `i が存在しなければ, {a1, . . . , ar, ai} も Z上 1次独立であり, {a1, . . . , ar} の極大性に矛盾す
ることになる. さて `r+1, . . . , `n の最小公倍数を ` としよう. すると f : x 7→ `x は A から A への準同型写
像である. いま A にはねじれ元がないので, Ker f = 0 であり, A ∼= Im f となる. また ` の選び方からすべて
の x ∈ A について `x ∈ B なので Im f ⊆ B である. B は基底 {a1, . . . , ar} をもつ自由アーベル群であるか
ら, 定理 1.4により, その部分群 Im f も自由アーベル群, Im f と同型な A も自由アーベル群である. □

定義 1.6 アーベル群の全射準同型 π : A → B が分裂する (to split) とは, ある準同型 ρ : B → A につい
て πρ = idB となることをいう. 単射準同型 j : A → B が分裂するとは, ある準同型 k : B → A について
kj = idA となることをいう.

補題 1.7 短完全系列 0 → A
j−→ B

π−→ C → 0 について, π が分裂することと j が分裂することとは互いに必
要十分であり, そのとき B は

B = Im j ⊕ Im ρ ∼= A⊕ C

と直和分解される. π を分裂させる準同型 C
ρ−→ B が存在するとき, j を分裂させる準同型 B

k−→ A を

b = ρπ(b) + jk(b) (b ∈ B)

が成立するようにとれる. 逆に j を分裂させる準同型 k が存在するときには, π を分裂させる準同型 ρ で上
式を成立させるものがとれる.
[証明] まず π を分裂させる準同型 C

ρ−→ B が存在する場合を考える. 任意の b ∈ B に対して b − ρπ(b) ∈
Kerπ = Im j であり, j は単射なので, 一意的な a ∈ A が存在して b− ρπ(b) = j(a) となる. この a を k(b)

とすると準同型 B
k−→ A が得られ, b = ρπ(b) + jk(b) となる. この式においてとくに b = j(a) のときを考え

ると, πj = 0 であることから j(a) = jkj(a) となる. j は単射なので a = kj(a) であり, ここで a は A の任
意の要素でよいので kj = idA である. すなわち k は j を分裂させる準同型である.
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逆に j を分裂させる準同型 B
k−→ A が存在する場合を考える. b, b′ ∈ B かつ b − b′ ∈ Kerπ のとき,

b− b′ = j(a) となる a ∈ A が存在して,

(b− jk(b))− (b′ − jk(b′)) = (b− b′)− jk(b− b′) = j(a)− jkj(a) = j(a)− j(a) = 0

となるから b−jk(b) = b′−jk(b′)である. そこで c ∈ C に対して c = π(b)となる b ∈ B を考えると b−jk(b)
は c によって決まり, b の選び方によらない. この b− jk(b) を ρ(c) としよう. すると b = ρπ(b) + jk(b) で
ある. とくに c ∈ C に対して c = π(b) となる b をとると πρ(c) = π(b− jk(b)) = π(b) = c なので πρ = idC

である. すなわち ρ は π を分裂させる準同型である. □

この条件が成立するとき, この短完全系列が分裂するという.

命題 1.8 アーベル群 A が自由アーベル群であることと, すべての短完全系列 0 → K
j−→ B

π−→ A→ 0 が分裂
することとは互いに必要十分である.
[証明] (必要性) A が自由アーベル群だったとする. X を A の基底とし, 各 x ∈ X に対して bx ∈ B を
π(bx) = x となるように選ぼう. 関数 x 7→ bx は準同型 ρ : A → B に拡張できる. すべての x ∈ X について
π(ρ(x)) = x であることから πρ = idA であることが導かれる. したがって π は分裂する.

(十分性) π : B → A を自由アーベル群 B から A への全射としよう. 仮定により短完全系列

0 → Kerπ → B
π−→ A→ 0

は分裂する. そこで πρ = idA をみたす準同型 ρ : A → B をとれば, これは単射だから Im ρ ∼= A となる. A
は自由アーベル群 B の部分群 Im ρ と同型なので, 定理 1.4により, これも自由アーベル群である. □

補題 1.9 A と B をアーベル群, F を自由アーベル群とし, π : A→ B を全射準同型, ϕ : F → B を任意の準
同型とする. このとき準同型 ψ : F → A で πψ = ϕ をみたすものが存在する.

F

A B

ψ
ϕ

π

[証明] X を F の基底とする. π が全射であることを利用して各 x ∈ X に対し ax ∈ A を ϕ(x) = π(ax)

となるようにとる. 関数 x 7→ ax は準同型 ψ : F → A に拡張できる. すべての x ∈ X について
π(ψ(x)) = π(ax) = ϕ(x) であることから, πψ = ϕ となる. □

なお, 一般に, この ψ は一意的には定まらない. 補題 1.9の主張は「自由アーベル群は射影的である」と表
現される. 次の補題はその逆に「射影的アーベル群は自由アーベル群である」という主張である.

補題 1.10 C をアーベル群とする. もしも任意の全射準同型 π : A → B と任意の準同型 ϕ : C → B に対し
て準同型 ψ : C → A が存在して πψ = ϕ となるなら, C は自由アーベル群である.
[証明] B = C とし, π : A → C を自由アーベル群 A からの全射として, ϕ = idC とすると, 仮定から
πψ = idC をみたす準同型 ψ : C → A がとれる. このとき ψ は単射なので C ∼= Imψ であり, C は自由アー
ベル群 A の部分群と同型なので, これも自由アーベル群である. □

補題 1.8 において, アーベル群 A が自由アーベル群であるための必要十分条件は任意の短完全系列
0 → K → B → A→ 0 が分裂することであると知った. この条件を少しゆるめて, 次のように定義する.
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定義 1.11 アーベル群 A がホワイトヘッド群であるとは, 任意の短完全系列

0 → Z → B → A→ 0

が分裂することをいう. □

したがってすべての自由アーベル群はホワイトヘッド群である. 逆はどうかというのが問題である.

ホワイトヘッドの問題: ホワイトヘッド群はすべて自由アーベル群であるか.

この問題に本格的に取り組む前に, ホワイトヘッド群が自由アーベル群に「似ている」ところをいくつか指
摘しよう. これらの命題の証明は次節でする.

命題 1.12 A をアーベル群, K をその部分群とする. もしも K と A/K がいずれもホワイトヘッド群ならば,
A もホワイトヘッド群である. □ (cf.命題 1.2)

命題 1.13 ホワイトヘッド群の任意の部分群はまたホワイトヘッド群である. □ (cf.定理 1.4)

命題 1.14 ホワイトヘッド群にはねじれ元がない. □

2 Ext について

定義 2.1 アーベル群 A から B への準同型全体のなす集合を Hom(A,B) と書く. □

いま f, g ∈ Hom(A,B) として f + g を a 7→ f(a) + g(a) なる写像とすれば f + g も準同型となり
f + g ∈ Hom(A,B) となる. A のすべての要素を B のゼロ元にうつすゼロ写像はあきらかに準同型であり,
これが Hom(A,B) における加法の単位元になっていて, この加法のもとで Hom(A,B) はアーベル群となる.

定義 2.2 A, B, Gをアーベル群とし ϕ : A→ B を準同型とする. f ∈ Hom(B,G)に対して fϕ ∈ Hom(A,G)

を対応させる写像を ϕ∗ と書いて, ϕ によって引き起こされた (induced)準同型という.

補題 2.3 アーベル群の短完全系列
0 → A

j−→ B
π−→ C → 0 (1)

に対して, 系列
0 → Hom(C,G)

π∗

−→ Hom(B,G)
j∗−→ Hom(A,G) (2)

は完全系列である. □

ここで, 一般には j∗ は全射とは限らない. たとえば, n ≥ 2 として自然な完全系列

0 → nZ ↪→ Z � Z/nZ → 0

を考え, f ∈ Hom(nZ,Z) を nx 7→ x によって定めると, この f は j∗ の値域にない.
ただし完全系列 (1)が分裂している場合 j∗ は全射になる. というのも, kj = idA となる準同型 k が存在す

るので, 任意の g ∈ Hom(A,G) は g = gkj = j∗(gk) ∈ Im j∗ となるからである.
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さて命題 1.1と定理 1.4によれば, 任意のアーベル群 A に対して, 自由アーベル群 F0 と F1 による短完全
系列

0 → F1
δ−→ F0

ε−→ A→ 0 (3)

が存在する. この形の短完全系列のことを A の自由分解 (free resolution)という.
先ほど述べたとおり, A の自由分解 (3)において, 一般には δ∗ : Hom(F0, G) → Hom(F1, G) が全射になる

保証はない. いいかえれば, δ∗ の余核

Coker δ∗ = Hom(F1, G)/ Im δ∗

が自明である保証がない.

補題 2.4 A の自由分解 (3)において, δ∗ の余核は (同型の意味で) A と G によって決まり, 自由分解の選び
方によらない.
[証明] A の自由分解が

0 → F1
δ−→ F0

ε−→ A→ 0, 0 → E1
ζ−→ E0

η−→ A→ 0

と 2系列与えられたとしよう. η が全射で F0 が自由アーベル群であるから, 補題 1.9により ηt0 = ε となる
ように t0 : F0 → E0 がとれる:

F0

E0 A 0

t0
ε

η

同様に εs0 = η となるように s0 : E0 → F0 がとれる:

F0 A 0

E0 A 0

ε

t0

η

s0

ここで εs0ζ = ηζ = 0 より Im s0ζ ⊆ Ker ε = Im δ であり, δ が単射なので δ−1s0ζ = s1 とおけて, δs1 = s0ζ

となる. 同様に, 準同型 t1 : F1 → E1 を ζt1 = t0δ となるようにとれる:

0 F1 F0 A 0

0 E1 E0 A 0

t1

δ ε

t0s1

ζ η

s0

さて, ϕ ∈ Hom(F1, G) としよう. もしも ϕ ∈ Im δ∗ なら ψ ∈ Hom(E1, G) が存在して ϕ = ψδ となるの
で, ϕs1 = ψδs1 = ψs0ζ, よって ψs1 ∈ Im ζ∗ となる. このことから, s∗1 : Hom(F1, G) → Hom(E1, G) が準同
型 s̄ : Coker δ∗ → Coker ζ∗ を引き起こすことがわかる. 同様にして t∗1 : Hom(E1, G) → Hom(F1, G) が準同
型 t̄ : Coker ζ∗ → Coker δ∗ を引き起こす. あとは, この s̄ と t̄ が互いの逆写像であることを示せば Coker δ∗

と Coker ζ∗ が同型となって証明が終わる.
そこで ϕ ∈ Hom(F1, G)に対して ϕs1t1 と ϕを比較したい. まず εs0t0 = ηt0 = εなので Im(s0t0−idF0

) ⊂
Ker ε = Im δ となる. そこで δ−1(s0t0 − idF0

) = ξ とおける. 同様に ζ−1(t0s0 − idE0
) = θ とおける:

s0t0(x0) = x0 + δξ(x0) (x0 ∈ F0),

t0s0(y0) = y0 + ζθ(y0) (y0 ∈ E0).
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さらに δs1t1 = s0ζt1 = s0t0δ より, 任意の x1 ∈ F1 に対して

δs1t1(x1) = s0t0δ(x1) = δ(x1) + δξ(δ(x1)) = δ(x1 + ξδ(x1))

であり, δ が単射なので s1t1(x1) = x1 + ξδ(x1) となる. すなわち s1t1 = idF1 + ξδ となっている. 同様に
t1s1 = idE0 + θζ となる. そこで, ϕ ∈ Hom(F1, G) に対して ϕs1t1 − ϕ = ϕξδ ∈ Im δ∗ である. このことは
s̄t̄ = idCoker δ∗ を意味する. 同様にして t̄s̄ = idCoker ζ∗ である. □

この補題により次の定義が意味をもつことになる.

定義 2.5 アーベル群 Aの自由分解 0 → F1
δ−→ F0

ε−→ A→ 0によって引き起こされる準同型 Hom(F0, G)
δ∗−→

Hom(F1, G) の余核を Ext(A,G) と書き, A の G-拡大の群 と呼ぶ:

Ext(A,G) = Coker δ∗ = Hom(F1, G)/ Im δ∗. □

次の事実は重要である. 証明は第 8節でやる.

命題 2.6 アーベル群 A がホワイトヘッド群であるためには Ext(A,Z) = 0 が必要かつ十分である. □

補題 2.7 アーベル群の短完全系列
0 → A

j−→ B
π−→ C → 0

および A と C の自由分解

0 → F1
δ−→ F0

ε−→ A→ 0, 0 → F̄1
δ̄−→ F̄0

ε̄−→ C → 0

が与えられたとする. このとき, B の自由分解

0 → F̃1
δ̃−→ F̃0

ε̃−→ B → 0

を, 次の可換図式が成立するようにとれる.

0 0 0

0 F1 F0 A 0

0 F̃1 F̃0 B 0

0 F̄1 F̄0 C 0

0 0 0

δ

j1

ε

j0 j

δ̃

π1

ε̃

π0 π

δ̄ ε̄

(4)

ここで, 各行および各列は完全系列である.
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[証明] F̄0 が自由アーベル群で B
π−→ C が全射なので, 準同型 F̄0

µ−→ B を ε̄ = πµ となるようにとれる (補題
1.9).

B

F̄0 C

0

π
µ

ε̄

次に F̃0 = F0 ⊕ F̄0 とし, j0 : F0 → F̃0 を入射 (x 7→ x⊕ 0), π0 : F̃0 → F̄0 を射影 (x⊕ x̄ 7→ x̄)と定める. さ
らに ε̃ : F̃0 → B を x⊕ x̄ 7→ j(ε(x)) + µ(x̄) (x ∈ F0, x̄ ∈ F̄0) によって定める. ϕ̃ は準同型である.
ε̃ が全射であることを確かめるために b ∈ B を任意の要素とする. x̄ ∈ F̄0 を ε̄(x̄) = π(b) となるよう

にとる. すると b − µ(x̄) ∈ Kerπ = Im j となるので, x ∈ F0 を j(ε(x)) = b − µ(x̄) となるようにとれて
ε̃(x⊕ x̄) = b となる.
また, 簡単な計算により ε̃j0 = jε と πε̃ = ε̄π0 が確かめられる. そこで図式

0 0

0 F1 F0 A 0

F̃0 B 0

0 F̄1 F̄0 C 0

0 0

δ ε

j0 j

ε̃

π0 π

δ̄ ε̄

は可換で各行と各列は完全系列である. ふたたび簡単な計算により

j0(Ker ε) ⊂ Ker ε̃, π0(Ker ε̃) ⊂ Ker ε̄

となることがわかる. そこで F̃1 = Ker ε̃ とし, δ̃ : F̃1 → F̃0 を包含写像とする. 単射 δ と δ̄ からそれぞれ
定まる自然な同型 F1

∼= Ker ε と F̄1
∼= Ker ε̄ によって, 制限写像 j0|Ker ε と π0|Ker ε̃ をそれぞれ準同型

j1 : F1 → F̃1 と π1 : F̃1 → F̄1 に移せば, 可換図式 (4)が得られる. □

次の補題の証明は, たいていのホモロジー代数のテキストに載っている. 念のために証明を第 10節に書く.
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補題 2.8 (蛇の補題) アーベル群の可換図式

0 0

L0 L1

M0 M1

N0 N1

0 0

f

i0 i1

g

p0 p1

h

において, 列がどちらも完全系列になっているとする. このとき, 準同型写像 θ : Kerh → Coker f が存在し
て, 系列

0 → Ker f
i′0−→ Ker g

p′0−→ Kerh
θ−→ Coker f

i′1−→ Coker g
p′1−→ Cokerh→ 0 (5)

が完全系列となる. ただし, 系列 (5)において i′0, p′0 と書いた準同型は L0
i0−→ M1

p0−→ N0 を部分群に制限し
たものである. また系列 (5)において i′1, p′1 と書いた準同型は L1

i1−→M1
p1−→ N1 から剰余群に誘導される準

同型写像のことである. □

短完全系列
0 → A

j−→ B
π−→ C → 0

が与えられたとしよう. 補題 2.7により, 自由分解の可換図式 (4)で各行と各列が完全系列になるものがとれ
る. 図式 (4)は可換図式

0 0 0

0 Hom(C,G) Hom(F̄0, G) Hom(F̄1, G)

0 Hom(B,G) Hom(F̃0, G) Hom(F̃1, G)

0 Hom(A,G) Hom(F0, G) Hom(F1, G)

0 0

ε̄∗

π∗

δ̄∗

π∗
0 π∗

1

ε̃∗

j∗

δ̃∗

j∗0 j∗1

ε∗ δ∗

を引き起こす. ここで各行と各列は完全系列である. この図式の右 2列に蛇の補題 2.8を適用しよう. すると
完全系列

0 → Ker δ̄∗ → Ker δ̃∗ → Ker δ∗ → Coker δ̄∗ → Coker δ̃∗ → Coker δ∗ → 0

が得られる. Ker δ̄∗ ∼= Hom(C,G) 等々に注意し, Ext の定義を用いると, 次の定理が得られる.

定理 2.9 アーベル群の短完全系列
0 → A

j−→ B
π−→ C → 0
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は完全系列

0 → Hom(C,G)
π∗

−→ Hom(B,G)
j∗−→ Hom(A,G) → Ext(C,G) → Ext(B,G) → Ext(A,G) → 0

を引き起こす. □

■命題 1.12の証明 短完全系列 0 → K → A→ A/K → 0 を考える. 定理 2.9により, 完全系列

Ext(A/K,Z) → Ext(A,Z) → Ext(K,Z) → 0

が得られる. ここで K と A/K がホワイトヘッド群であったとすると Ext(K,Z) = 0 かつ Ext(A/K,Z) = 0

なので, 0 → Ext(A,Z) → 0 が完全系列になる. よって Ext(A,Z) = 0 であり, A もホワイトヘッド群であ
る. □

■命題 1.13の証明 B をホワイトヘッド群, A をその部分群とする. 短完全系列 0 → A → B → B/A → 0

を考えると, 定理 2.9により, 完全系列

Ext(B,Z) → Ext(A,Z) → 0

が得られる. いま B がホワイトヘッド群なので Ext(B,Z) = 0 であり, 0 → Ext(A,Z) → 0 が完全系列にな
る. よって Ext(A,Z) = 0 であり, A もホワイトヘッド群である. □

■命題 1.14の証明 ホワイトヘッド群が自明でない有限巡回群を含まないことを示せばよいが, 命題 1.13に
よれば, そのためには自明でない有限巡回群 Z/nZ (n ≥ 2) がホワイトヘッド群でないことを言えばよい. し
かしそのことは, 標準的な全射 π : Z → nZ が分裂しないことと Kerπ = nZ ∼= Z であることからあきらかで
ある. □

3 可算なホワイトヘッド群は自由アーベル群である

定義 3.1 アーベル群 A の部分群 B が条件

∀n ∈ Z∀b ∈ B
[
∃a ∈ A(na = b) ⇐⇒ ∃x ∈ B(nx = b)

]
をみたすならば, B は A の純粋部分群 (pure subgroup)であるという.

補題 3.2 A がねじれ元をもたないアーベル群のとき, 部分群 B が A の純粋部分群であるためには A/B が
ねじれ元をもたないことが必要かつ十分である.
[証明] (必要性) a + B が A/B のねじれ元だとすると, まず a /∈ B であり, また, ある n ≥ 2 について
n(a + B) = B すなわち na ∈ B となる. このとき B の純粋性からある x ∈ B について nx = na となる.
そこで n(x− a) = nx− na = 0 より x− a が A のねじれ元になってしまう.

(十分性) a ∈ A, b ∈ B, かつ na = b とする. このとき na+B = B である. そこで A/B がねじれ元をも
たないとすれば, a+B = B のはずで, これは a ∈ B を意味するから, x = a として ∃x ∈ B(nx = b) がたし
かに成立している. □

この証明からもわかるとおり, A がねじれ元をもたないアーベル群のとき, B が純粋部分群であるためには

∀n ≥ 2∀a ∈ A(na ∈ B =⇒ a ∈ B)
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であることが必要かつ十分である.

定義 3.3 アーベル群 A の部分群 B に対して

B′ =
{
a ∈ A : ∃n ≥ 1(na ∈ B)

}
を B の純粋包 (pure closure)という. □

定義よりあきらかに, B の純粋包は B を含む A の純粋部分群となっている.

命題 3.4 A をねじれ元をもたないアーベル群とし, その部分集合 S の生成する部分群 B を考える. B′ を B

の純粋包とする. C をねじれ元をもたないアーベル群とし, 2つの準同型 ρ1, ρ2 : B
′ → C を考える. もしも

ρ1|S = ρ2|S であれば, ρ1 = ρ2 である.
[証明] まず B が S で生成されていることと ρ1|S = ρ2|S であることから ρ1|B = ρ2|B であることはあきら
かである. 次に b ∈ B′ とし n ≥ 1, nb ∈ B となる整数 nをとる. すると nρ1(b) = ρ1(nb) = ρ2(nb) = nρ2(b)

であり, C がねじれ元をもたないことから ρ1(b) = ρ2(b) が導かれる. □

定義 3.5 アーベル群 A がポントリャーギンの条件をみたすとは, (i) A がねじれ元をもたず, かつ (ii) A の
任意の有限生成部分群が有限生成純粋部分群に含まれることをいう. □

定理 3.6 (ポントリャーギンの条件) 可算アーベル群 A がポントリャーギンの条件をみたすならば, A は自由
アーベル群である.
[証明] A = { an : n < ω} と数えあげたとする. 帰納法によって部分群の増加列

0 = B0 ⊆ B1 ⊆ · · · ⊆ Bn ⊆ · · ·

を作っていこう. そのさい, 各 n について an ∈ Bn+1 であり, かつ, 各 Bn が有限生成純粋部分群となるよう
に作れる. というのも, B0 = 0 でこれは自明に純粋部分群だし, Bn が有限生成だとすれば, Bn + 〈an〉 も有
限生成であるから仮定によりある有限生成純粋部分群 B′ に含まれる. この B′ を Bn+1 とすればよい.
作り方から an ∈ Bn+1 なので A =

⋃
n<ω Bn である. 各 Bn が純粋部分群で, Bn+1 が有限生成であるこ

とから, Bn+1/Bn は有限生成でねじれ元をもたないアーベル群, したがって自由アーベル群である. したがっ
て補題 1.3により A は自由アーベル群である. □

逆に A が自由アーベル群であったとし, X を A の基底としよう. 任意の有限生成部分群 B = 〈b1, . . . , br〉
に対して, そのすべての生成元 bi を 1次結合として表示するのに十分な X の有限部分集合 X0 をとろう. す
ると B′ = 〈X0〉 は B を含む A の部分群であり, かつ A の直和因子になっている. このとき B′ は A の純粋
部分群である. したがって自由アーベル群においては, すべての有限生成部分群が有限生成純粋部分群に含ま
れる. すなわち定理 3.6のポントリャーギンの条件は, A が自由アーベル群であるための必要条件でもある.
ただし, アーベル群 A が可算でないときには, ポントリャーギンの条件は A が自由アーベル群であること

を導く十分条件にはならない. これについてはあとの定理 6.1を参照.

〜〜〜

このあとの議論で用いられる (B,Z)-群についてここで説明する. 短完全系列

0 → Z i−→ C
π−→ B → 0
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が与えられたとする. 各 b ∈ B に対して任意に xb ∈ π−1({b}) を選ぶ. ただしゼロ元だけは x0 = 0 としてお
く. すると各 c ∈ C に対して π(c− xπ(c)) = π(c)− π(xπ(c)) = 0 より c− xπ(c) ∈ Kerπ = Im i だからある
(一意的な) zc ∈ Z が存在して c = xπ(c) + i(zc) となる. また (b, n) ∈ B × Z に対して xb + i(n) = c とおく
と, π(c) = π(xb) + π(i(n)) = b となり, i(n) = c− xb = c− xπ(c) = i(zc) より (i が単射なので) n = zc と
なる. このことから C と B × Z における関数

c 7→ (π(c), zc) と (b, n) 7→ xb + i(n)

は互いの逆写像になっていて, C と B × Z の間の全単射を与えている. そこで, 一般性を損なうことなく, C
は集合 B × Z にアーベル群の演算を定めたものと仮定できる. このことを踏まえて, 次のように定義する.

定義 3.7 B をアーベル群とする. 集合 B × Z に演算 +C が定められてアーベル群となっており, さらに,
射影

π : B × Z → B; (b, n) 7→ b

と入射
i : Z → B × Z; n 7→ (0, n)

がいずれも準同型写像になっているとき, 群 C = (B × Z,+C) をひとつの (B,Z)-群 とよぶ. □

今後 (B,Z)-群について語る文脈ではつねに π は B への射影, i は Z からの入射をあらわすものとする. た
だし, 必要ならば添字をつけるなどして区別する. もっとも簡単な (B,Z)-群は直積群としての B × Z であり,
これは分裂する短完全系列

0 → Z → B ⊕ Z → B → 0

に対応している. あとで例を挙げるが, これほど自明でない (B,Z)-群もある.
次の補題が重要である. プルバックの構成についてはあとの第 9節で解説している.

補題 3.8 B1 をホワイトヘッド群, B0 をその部分群とし, B1/B0 はホワイトヘッド群でないとする. C0 を
(B0,Z)-群とし, B0

ρ0−→ C0 は射影 C0
π0−→ B0 を分裂させる準同型写像とする. このとき C0 を部分群として

含む (B1,Z)-群 C1 を, 射影 C1
π1−→ B1 を分裂させる準同型写像 B1

ρ1−→ C1 で ρ0 の拡大であるものが存在
しないようにとれる.
[証明] B1/B0 = B とおく. 仮定により B はホワイトヘッド群でないので, 分裂しない短完全系列
0 → Z j−→ B′ f−→ B → 0 がある. また標準的な全射 B1

g−→ B がある. そこで C1, h, k を次の図がプルバック
になるようにとる:

C1 B′

B1 B

k

h f

g

(6)

ここで f と g がどちらも全射なので h と k も全射である. まず Kerh ∼= Z を示そう. c ∈ Kerh のとき
fk(c) = gh(c) = 0 より k(c) ∈ Ker f = Im j であるから一意的な整数 σ(c) について k(c) = j(σ(c)) となる.
σ : Kerh → Z は準同型である. c ∈ Kerh かつ σ(c) = 0 のとき k(c) = j(σ(c)) = 0 であり, また h(c) = 0

でもあるから補題 9.2により c = 0 である. よって σ は単射である. 次に σ が全射であることをみるために
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次の図を可換にする一意的な準同型 ` をとったとする:

Z

C1 B′

B1 B

j

0

`

k

h f

g

(7)

このとき各整数 n について h`(n) = 0 かつ k`(n) = j(n) より `(n) ∈ Kerh かつ σ(`(n)) = n となる. よっ
て σ は全射である. したがって σ : Kerh ∼= Z となる. c ∈ Kerh のとき式 σ(`(n)) = n に n = σ(c) を代入
して σ(`(σ(c))) = σ(c) で, σ は単射なので `(σ(c)) = c となるから c ∈ Im ` である. よって Kerh ⊆ Im ` で
ある. いっぽう h` = 0 より Im ` ⊆ Kerh である. また σ` = idZ であるから ` も単射であり, h が全射であ
ることと合わせると系列

0 Z C1 B1 0` h (8)

が完全系列であることがわかる.
次に C0 と C1 の関係を調べる. 射影 π0 を分裂させる準同型 C0 B0

π0

ρ0
に対応して, 入射 i0 を分裂

させる準同型 Z C0

i0

u0

をとろう. このとき

0 Z C0 B0 0
i0 π0 と 0 B0 C0 Z 0

ρ0 u0 (9)

が, いずれも完全系列になっている. この状況で, 次の図を可換にするように準同型 r をとる:

C0 Z

C1 B′

B0 B1 B

u0

π0

r j

k

h f

e g

(10)

ただし B0 の B1 への包含写像を e と書いた. この r が単射であることを示すため, r(c0) = 0 とする.
eπ0(c0) = hr(c0) = 0 で e が単射なので π0(c0) = 0. また ju0(c0) = kr(c0) = 0 で j が単射なので
u0(c0) = 0. このことから c0 = ρ0π0(c0) + i0u0(c0) = 0 となる. よって Ker r = 0 となり, r は単射である.
さらに各整数 n について

hri0(n) = eπ0i0(n) = 0 かつ kri0(n) = ju0i0(n) = j(n)

であることと, 可換図式 (7)における ` の一意性から, ri0 = ` となる.
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ここまでの状況をまとめると, 図式
0 0

Z Z

C0 C1

B0 B1

0 0

i0 `

r

π0 h

e

(11)

は可換で, r と e はいずれも単射であり, 2つの列はいずれも完全系列である. よって, C1 は C0 を部分群と
して含む (B1,Z)-群であり, ` は入射 i1, h は射影 π1 であるとしてよい.
最後に C1

h−→ B1 を分裂させる準同型 B1
ρ1−→ C1 で ρ1e = rρ0 となるものが存在したと仮定する. 各

b ∈ Ker g に対して b = e(b0) となる b0 ∈ B0 があって

kρ1(b) = kρ1e(b0) = krρ0(b0) = ju0ρ0(b0) = j(u0ρ0(b0)) = 0

となる. したがって kρ1 は準同型 B
ρ′−→ B′ を引き起こす. 各 b ∈ B を b = g(b1) (b1 ∈ B1) とあらわすと,

fρ′(b) = fkρ1(b1) = ghρ1(b1) = g(idB1(b1)) = g(b1) = b

より fρ′ = idB である. これは f が分裂しない全射準同型であるという仮定に矛盾する. したがってこのよ
うな準同型 ρ1 は存在しない. □

定理 3.9 (シュタインの定理) 可算なホワイトヘッド群は自由アーベル群である.
[証明] A を可算なホワイトヘッド群とする. A が自由アーベル群でないと仮定して矛盾を導こう. A が自由
アーベル群でないとすれば, 定理 3.6のポントリャーギンの条件が成立していない. すなわち, A の有限生成部
分群 B0 で, 有限生成純粋部分群に含まれないものが存在する. そこで B0 の純粋包を B とすると, B は可算
だが有限生成でないので, 有限生成部分群の狭義単調増加列

B0 ( B1 ( · · · ( Bn ( · · ·

の和になっている. これから, n に関する帰納法で (Bn,Z)-群の増加列

C0 ⊆ C1 ⊆ · · · ⊆ Cn ⊆ · · ·

を作り, その和 C =
⋃
n<ω Cn が分裂しない (B,Z)-拡大になるようにする. そうすると B がホワイトヘッド

群でないことになり, 命題 1.13と矛盾することになる.
そのために B0 を生成する有限集合 S をとる. 列 { gn : n < ω } を 関数 gn : S → S × Z で πgn = idS と

なるものをすべて数えあげたものとしよう. S が有限で S × Z が可算なのでそのような関数は高々可算個で
ある.
最初のステップとして C0 = B0 ⊕ Z とする.
帰納法の仮定としてすでに Cn が定義できているものとする. B0 の純粋包 B の定義により, Bn+1/Bn は

ねじれ元ばかりからなる自明でない群であり, したがってホワイトヘッド群でないことに注意しよう. もしも
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射影 π : Cn → Bn を分裂させる準同型 ρ : Bn → Cn で ρ|S = gn となるようなものが存在するならば, 補
題 3.8にしたがって, Cn+1 として, Cn を部分群として含む (Bn+1,Z)-群で, 射影 π : Cn+1 → Bn+1 を分裂
させるどの準同型も ρ の拡張にならないようなものをとる. そのような分裂準同型 ρ が存在しない場合で
も, Bn が有限生成でねじれ元をもたない群, したがって自由アーベル群であることから, なんらかの準同型
ρ : Bn → Cn で π を分裂させるものは存在するので, そのような ρ をひとつ選んで, 同様に補題 3.8にした
がって Cn+1 をとることにする. この構成において, Bn も Z もねじれ元をもたないので, Cn もねじれ元をも
たないことに注意しよう.
こうしてすべての n < ω に対して Cn がとれたとして C =

⋃
n<ω Cn とすると, これは (B,Z)-群であ

る. 射影 π : C → B を分裂させる準同型 ρ : B → C が存在したとする. このときある n < ω について
ρ|S = gn となるだろう. b ∈ Bn のとき ρ(b) ∈ Cn となることは Cn が (Bn,Z)-群であることからあきら
かである. したがって ρ|Bn は射影 π : Cn → Bn を分裂させる準同型になっている. また ρ|Bn+1 は射影
π : Cn+1 → Bn+1 を分裂させる準同型で, ρ|Bn の拡張になっている. ところがこれは Cn+1 の選び方に矛盾
している. したがって π : C → B を分裂させる準同型 ρ : B → C は存在せず, B はホワイトヘッド群でない
が, これは命題 1.13に矛盾する. □

系 3.10 ホワイトヘッド群は ℵ1-自由である. すなわちすべての可算部分群が自由アーベル群である. □

4 チェイスの条件

定義 4.1 アーベル群 A の部分群 B が A において ℵ1-純粋であるとは, 剰余群 A/B が ℵ1-自由であること
をいう. □

定義 4.2 アーベル群 A がチェイスの条件をみたす*1とは, (i) A が ℵ1-自由であり, かつ (ii) A の任意の可算
部分群が可算な ℵ1-純粋部分群に含まれることをいう. □

ねじれ元をもたないことは任意の有限生成部分群が自由アーベル群であることと同値であるから, ねじれ元
をもたないアーベル群の《有限生成》を《可算》に置きかえることで自然に ℵ1-自由アーベル群の概念が得ら
れる. この意味で, 定理 3.6のポントリャーギンの条件の《有限生成》を《可算》に置きかえることで自然に
得られるのがチェイスの条件である. チェイスの条件はポントリャーギンの条件を導く (命題 A.2). また自
由アーベル群がチェイスの条件をみたすこともあきらかである. しかしながら, あとで示すとおり (定理 6.1),
チェイスの条件は (サイズ ℵ1 の)アーベル群が自由アーベル群であるための十分条件にはなっていない.

補題 4.3 A をサイズ ℵ1 のアーベル群とする. A がチェイスの条件をみたすためには, A が次の条件 (i)-(iv)
をみたす部分群の増加 ω1-列 {Aν : ν < ω1 } の和になることが必要かつ十分である:

(i) A0 = 0 である.
(ii) 各 Aν は可算な自由アーベル群である.
(iii) λ < ω1 が極限順序数のときは Aλ =

⋃
ν<λAν である.

(iv) 各 ν < ω1 について Aν+1 は A の ℵ1-純粋部分群である.

*1 これは [1]での言い方. 他の文献では strongly ℵ1-freeということがある.
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[証明] A がチェイスの条件をみたしたとしよう. A = { aν : ν < ω1 } と要素を整列させる. まず A0 = 0 と
する. Aν が定義されたら, Aν ∪ {aν} を含む可算な ℵ1-純粋部分群が存在するので, そのひとつを Aν+1 とし
て選ぶ. また λ < ω1 ですべての ν < λ について Aν が定義されているとしたら, Aλ =

⋃
ν<λAν とする. こ

の構成で条件 (i)(iii)(iv)がみたされることはあきらかだし, チェイスの条件をみたすことから A は ℵ1-自由な
ので, 条件 (ii)も成立する. 逆に, 条件 (i)–(iv)をみたす可算部分群の増加 ω1-列がとれたとすると, A の可算
部分群はどれもいずれかの Aν+1 に含まれるので A がチェイスの条件をみたすための十分条件であることは
あきらかである. □

定義 4.4 サイズ ℵ1 のアーベル群 A がチェイスの条件をみたすとし, 補題 4.3のように可算部分群の増加 ω1-
列 {Aν : ν < ω1 } がとられたとする. このとき, Aλ が A の ℵ1-純粋部分群でないような極限順序数 λ < ω1

全体のなす集合を Σ と書く. □

定理 4.5 サイズ ℵ1 のアーベル群 A がチェイスの条件をみたしたとする. 補題 4.3のように可算部分群の増
加 ω1-列 {Aν : ν < ω1 } をとり, 可算順序数の集合 Σ を定義 4.4のように定めたとする. このとき A が自由
アーベル群であることと Σ が ω1 の定常部分集合でないこととが同値となる.
[証明] 集合 Σ が ω1 において定常でなかったとしよう. ω1 の CLUB部分集合 Γ を Σ ∩ Λ = ∅ となるよう
にとる. Λ は極限順序数のみからなるとしてさしつかえない. Λ は ω1 において非有界なので A =

⋃
λ∈ΛAλ

である. 各 Aλ は A の可算部分群で A は ℵ1-自由であるから, Aλ は自由アーベル群である. また λ1 < λ2 を
Λ の 2つの要素とするとき, Aλ1 が A の ℵ1-純粋部分群であることと Aλ2 が可算であることから Aλ2/Aλ1

は自由アーベル群である. そこで Ã0 = 0 とし {0} ∪ {Aλ : λ ∈ Λ } を番号づけしなおして得られる単調増加
ω1-列を {Ãα : α < ω1 } とすれば, これは補題 1.3の条件をみたす. よって A は自由アーベル群である.
逆に A が自由アーベル群だったとして, X = {xν : ν < ω1 } が A の基底だったとする. Xα = {xν : ν <

α } (α < ω1) としよう. 各 α < ω1 に対し α を α < α かつ Aα ⊆ 〈Xα〉 かつ Xα ⊆ Aα をみたす最小の順序
数とする. このとき, α < ω1 であり, 集合

Λ = {λ < ω1 : ∀α < λ(α < λ) }

は ω1 の CLUB部分集合である. λ ∈ Λ のとき λ は極限順序数であり

Aλ =
⋃
α<λ

Aα ⊆
⋃
α<λ

〈Xα〉 ⊆
⋃
α<λ

〈Xα〉 ⊆
⋃
α<λ

Aα ⊆ Aλ,

したがって Aλ = 〈Xλ〉 となる. このことから Xλ は Aλ の基底である. また A/Aλ は X \ Xλ を基底と
する自由アーベル群と同型になる. よって Aλ は A の ℵ1-純粋部分群であり, λ /∈ Σ である. このとおり
Σ ∩ Λ = ∅ となる CLUB部分集合 Λ が存在するので, Σ は ω1 の定常部分集合ではない. □

5 V = L の場合
この節ではゲーデルの構成可能性公理 V = L からの次の帰結を用いる.

補題 5.1 V = L を仮定する. B をサイズ ℵ1 の集合とする. B の部分集合の ω1-列 {Bα : α < ω1 } が

(i) Bα ( Bα+1,
(ii) λ が極限順序数のとき Bλ =

⋃
α<λBα,

16



(iii) 各 Bα は可算集合で
⋃
α<ω1

Bα = B

となるように与えられているとする. Σ′ ⊆ ω1 は ω1 において定常であったとする. このとき gα : Bα →
Bα × Z なる関数の族 { gα : α ∈ Σ′ } が存在して

(iv) すべての関数 h : B → B × Z について {α ∈ Σ′ : h|Bα = gα } が ω1 において定常である,

をみたす.
[証明] 全単射 f : ω1 → B × (B × Z) をとる. α < ω1 に対して α を

α < α かつ f“α ⊆ Bα × (Bα × Z) かつ Bα × (Bα × Z) ⊆ f“α

をみたすような最小の順序数とする. α は可算順序数である. そこで集合 Λ0 = {λ < ω1 : ∀α < λ(α < λ) }
は ω1 の CLUB部分集合である. λ ∈ Λ0 のとき Bλ × (Bλ × Z) = f“λ である. {Sα : α ∈ Σ′ } を ♦(Σ′)-
列とする. すなわち,

(a) 各 α ∈ Σ′ について Sα ⊆ α,
(b) すべての S ⊆ ω1 について集合 {α ∈ Σ′ : S ∩ α = Sα } が ω1 において定常である

をみたすような集合族とする. もしも f“Sα が Bα から Bα × Z へのなんらかの関数のグラフになっている
ならば, その関数を gα としよう. そうでないときは, Bα から Bα × Z への適当な関数を選んで gα とする.
こうやって得られた関数の族 { gα : α ∈ Σ′ } は所要の条件をみたす. □

補題 5.2 V = L を仮定する. B をサイズ ℵ1 のホワイトヘッド群とする. B の可算部分群の ω1-列
{Bα : α < ω1 } が, 条件

(i) Bα ( Bα+1,
(ii) λ < ω1 が極限順序数のとき Bλ =

⋃
α<λBα,

(iii)
⋃
α<ω1

Bα = B

をみたすように与えられているとする. このとき, Bα+1/Bα が自由アーベル群でないような α < ω1 全体の
集合 Σ′ は ω1 において定常でない.
[証明] 集合 Σ′ が ω1 において定常であったとしよう. このとき補題 5.1により関数の族 { gα : α ∈ Σ′ } を
条件

(iv) すべての関数 h : B → B × Z について集合 {α ∈ Σ′ : h|Bα = gα } が ω1 において定常となる

をみたすようにとれる. 補題 3.8を用いることで, (Bα,Z)-群の ω1-列 {Cα : α < ω1} を次の条件をみたすよ
うに作れる:

(1) C0 = B0 ⊕ Z,
(2) Cα+1 は Cα を部分群として含む (Bα+1,Z)-群である,
(3) λ < ω1 が極限順序数のときは Cλ =

⋃
α<λ Cα である,

(4) α ∈ Σ であり gα が射影 Cα
π−→ Bα を分裂させる準同型になっているとき, 射影 Cα+1

π−→ Bα+1 を分
裂させる準同型で gα の拡張になっているものは存在しない.

このとき C =
⋃
α<ω1

Cα とすれば, C は (B,Z)-群である. 射影 C
π−→ B を分裂させる準同型 h : B → C
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が存在したとすれば, 条件 (iv) により, ある α ∈ Σ′ について h|Bα = gα となる. したがって gα は射影
Cα

π−→ Bα を分裂させる準同型になっている. このとき (4)によって射影 Cα+1
π−→ Bα+1 を分裂させる準同

型で gα の拡張になっているものは存在しない. いっぽう h|Bα+1 はまさに射影 Cα+1
π−→ Bα+1 を分裂させ

る準同型で gα = h|Bα の拡張になっている. これは矛盾である. □

補題 5.3 V = L を仮定する. A がサイズ ℵ1 のホワイトヘッド群であれば, A はチェイスの条件をみたす.
[証明] 対偶を示す. A がチェイスの条件をみたさなかったとすると, 可算部分群 B0 が存在して, B0 を含む
どんな可算部分群 D に対しても, それを含む可算部分群 D′ が存在して D′/D が自由アーベル群でない. こ
のことを用いて, A の可算部分群の単調増加 ω1-列 {Bα : α < ω1 } を

• 0 < α < ω1 のとき Bα+1/Bα は自由アーベル群でない,
• λ < ω1 が極限順序数のときは Bλ =

⋃
α<λBα

となるようにとれる. B =
⋃
α<ω1

Bα としよう. この状況で, 補題 5.2の集合 Σ はすべてのゼロでない可算
順序数を含み, したがって ω1 において定常になるから, B はホワイトヘッド群でない. このとき命題 1.13に
よって A もホワイトヘッド群でないことになる. □

定理 5.4 V = L を仮定する. A がサイズ ℵ1 のホワイトヘッド群であれば, A は自由アーベル群である.
[証明] 補題 5.3により A はチェイスの条件をみたす. そこで補題 4.3により, A の可算部分群の狭義単調増
加 ω1-列 {Aα : α < ω1 } で

• A0 = 0,
• Aα+1 は A の ℵ1-純粋部分群,
• 極限順序数 λ < ω1 については Aλ =

⋃
α<λAα,

• A =
⋃
α<ω1

Aα

となるものが存在する. そこで

Σ = {λ ∈ Lim(ω1) : Aλ は A の ℵ1-純粋部分群でない }
Σ′ = {λ ∈ Lim(ω1) : Aλ+1/Aλ は自由アーベル群でない }

としよう. このときあきらかに Σ′ ⊆ Σ である. 逆向きの包含関係を示すために, λ /∈ Σ′ としよう. すなわち
Aλ+1/Aλ が自由アーベル群だったとしよう. ν を λ より真に大きい任意の可算順序数とすると, Aλ+1 が A

の ℵ1-純粋部分群であることから Aν/Aλ+1 は自由アーベル群である. そして

(Aν/Aλ)/(Aλ+1/Aλ) ∼= Aν/Aλ+1

である. Aν/Aλ+1 と (Aν/Aλ)/(Aλ+1/Aλ) の両方が自由アーベル群なので, 補題 1.2により Aν/Aλ も自由
アーベル群になっている. いっぽう A/Aλ の任意の可算部分群はある可算順序数 ν について Aν/Aλ の部分
群となるので, これも自由アーベル群である. すなわち A/Aλ は ℵ1-自由である. よって, Aλ は A の ℵ1-純
粋部分群であって, λ /∈ Σ となる. こうして Σ = Σ′ であることがわかった. さて補題 5.2によれば Σ′ は ω1

において定常でない. すなわち Σ が ω1 において定常でないので, 定理 4.5によって A は自由アーベル群で
ある. □
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6 グリフィスの群
すでに述べたとおり, チェイスの条件 (定義 4.2)はサイズ ℵ1 のアーベル群が自由アーベル群であるための

十分条件ではない. このことを示す例が次の定理で与えられる.

定理 6.1 サイズ ℵ1 のアーベル群で, チェイスの条件をみたすが, 自由アーベル群ではないようなものが存在
する.
[証明] 次の条件 (i)–(v)をみたすように可算なアーベル群の狭義単調増加 ω1-列 {Aν : ν < ω1 } を作る.

(i) A0 = 0 である.
(ii) λ < ω1 が極限順序数のときは Aλ =

⋃
ν<λAν である.

(iii) 各 Aν は自由アーベル群である.
(iv) ν が後続順序数で, ν < µ < ω1 のとき Aµ/Aν は自由アーベル群である.
(v) λ < ω1 が極限順序数のときは Aλ+1/Aλ は自由アーベル群ではない.

このように作ったとして A =
⋃
ν<ω1

Aν とすれば, この A が求めるものであることが次のようにしてわかる.
まず A は ℵ1 個の可算部分群の和だからサイズが ℵ1 である. A の任意の可算部分群 B はいずれかの Aν

に含まれ, Aν は条件 (iii)より自由アーベル群だから, B も自由アーベル群である. したがって A は ℵ1-自由
である. 次に A の任意の可算部分群 B に対して, B ⊆ Aν となる後続順序数 Aν をとろう. 剰余群 A/Aν の
任意の可算部分群はある可算順序数 α > ν についての Aα/Aν に含まれ, Aα/Aν は条件 (iv)により自由アー
ベル群である. このことは A/Aν が ℵ1-自由であること, ひいては Aν が A の ℵ1-純粋部分群であることを意
味する. 以上のことから, A はチェイスの条件をみたす. また, 部分群の列 {Aν : ν < ω1 } が補題 4.3の条件
をみたしていることもわかる. そこでこの列から定義 4.4の集合 Σ をつくると, 条件 (v)より Σ はすべての
極限順序数を含むから, ω1 において定常である. よって定理 4.5により, A は自由アーベル群でない.
さて, 条件 (i)–(v)をみたす列 {Aν : ν < ω1, } を作ろう. まず (i)が成立するように A0 = 0 とする. 帰納

法の仮定として, α 未満の各 ν について Aν がすでに得られて, そこまでの段階では (i)–(v)が成立している
ものとして, Aα を作ることを考える.
第 1に α = σ + 1 で σ が後続順序数だった場合. このときは Aα = Aσ ⊕ Z とする. 帰納法の仮定により

Aσ は可算な自由アーベル群であるから Aα も可算な自由アーベル群である. よって (iii)は ν = α でも成立
する. ν < σ で ν が後続順序数だった場合, (Aα/Aν)/(Aσ/Aν) ∼= Aα/Aσ ∼= Z であることと Aσ/Aν が帰納
法の仮定により自由アーベル群であることから, Aα/Aν も自由アーベル群であって (iv)が µ = α のときも成
立する. 条件 (i),(ii),(v)はこのステップでは考慮する必要がない.
第 2 に α が極限順序数だった場合. このときは (ii) が成立するように Aα =

⋃
ν<αAν とする. これでう

まくいくことを示そう. 0 = ν0 < ν1 < · · · < νk < · · · なる列 {νk} を supk νk = α かつ各 νk (k ≥ 1) が
後続順序数になるようにとる. すると帰納法の仮定により各 Aνk と Aνk+1

/Aνk が自由アーベル群であるか
ら, 補題 1.3により Aα が自由アーベル群であり (iii)が ν = α に対しても成立する. 補題 1.3によれば剰余群
Aα/Aνk も自由アーベル群になることに注意. いま ν < α なる後続 ν に対して ν < νk となるように k をと
ろう. すると帰納法の仮定により Aνk/Aν は自由アーベル群であるし,

(Aα/Aν)/(Aνk/Aν)
∼= Aα/Aνk

であり, これは上に述べたとおり自由アーベル群である. よって補題 1.2により Aα/Aν も自由アーベル群で
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あり, (iv)が µ = α のときも成立する. 条件 (i),(v)はこのステップでは考慮する必要がない.
第 3に α = λ+1 で λ が極限順序数だった場合. 第 2の場合と同様に, 0 = ν0 < ν1 < · · · < νk < · · · なる

列 {νk} を supk νk = λ かつ各 νk (k ≥ 1) が後続順序数になるようにとる. 補題 1.3の証明の方法で, Aνk の
部分集合 Xk を ∅ = X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xk ⊆ · · · かつ各 Xk が Aνk の基底となるようにとれる. n ≥ 1 に対
して xn ∈ Xn \Xn−1 ととり, さらに Yn = Xn \ {x1, . . . , xn} とする. Y =

⋃∞
n=1 Yn とし, B = 〈Y 〉 ⊆ Aλ

とする. 無限直積群 P =
∏∞
n=1〈xn〉 において,

z1 = x1 + 2x2 + 6x3 + · · ·+ n!xn + · · · ,

z2 = x2 +
6

2
x3 + · · ·+ n!

2
xn + · · · ,

z3 = x3 + · · ·+ n!

6
xn + · · · ,

等々, 一般に

zm =

∞∑
n=m

n!

m!
xn

とする. そのうえで Aα を Y と { zm : m = 1, 2, . . . } から生成される B ⊕ P の部分群とする. Aα は可算
アーベル群である. Y ∪ { zm : m = 1, 2, . . . } が Aα の基底であることを示すには zm たちが Z 上で 1次独
立であることを示せば十分である. そのために, 整数 n1, . . . , nr が

n1z1 + n2z2 + · · ·+ nrzr = 0

となるように与えられたとする. zm の定義を用いて左辺を展開すると,

n1z1 + n2z2 + · · ·+ nrzr = n1x1 + (2n1 + n2)x2 + (6n1 + 3n2 + n3)x3 + · · ·

となるから, xn たちの 1次独立性により

n1 = 0, 2n1 + n2 = 0, 6n1 + 3n2 + n3 = 0, · · ·

等々となって,
n1 = n2 = n3 = · · · = nr = 0

が得られる. よって zm たちは Z 上で 1 次独立であり, 結果として Aα は自由アーベル群であって (iii) が
ν = α のときも成立する. つぎに Aλ ⊆ Aα であることを示したい. それには xn ∈ Aα (n = 1, 2, . . .) である
ことを示せばよいが, これは一連の等式

z1 = x1 + 2z2,

z2 = x2 + 3z3,

...
zm = xm + (m+ 1)zm+1,

...

(12)

からあきらかである. 各番号 k に対して Aα/Aνk が自由アーベル群であることを示そう. 式 (12) によ
れば, Aα/Aνk においては z1, . . . , zk は m > k に対応する zm たちで生成できる. そこで Aα/Aνk は
(Y \ Yk) ∪ { zm : k < m < ω } で生成される B ⊕ P の部分群の準同型像であるが, この集合が Aνk を法
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として Z 上で 1次独立であることは上で述べたのと同様に示されるから, この準同型は実は同型写像であり,
Aα/Aνk は自由アーベル群である. このことから, 第 2の場合と同様の議論ですべての後続順序数 ν < α につ
いて Aα/Aν が自由アーベル群になることが示せて, (iv) が µ = α のときも成立することがわかる. 最後に
Aα/Aλ が自由アーベル群でないことを示すにも 式 (12)を用いる. この一連の等式によれば,

z1 ≡ 2z2 ≡ 6z3 ≡ · · · ≡ m!zm ≡ · · · (mod Aλ)

であり, Aα/Aλ の要素 z1 +Aλ は任意の整数 m ≥ 1 で整除できることになる. 自由アーベル群においてはそ
のような要素は存在しないので (命題 A.3), Aα/Aλ は自由アーベル群ではない. よって, このステップで (v)
が成立する. □

7 MA+ ¬CH の場合
ここでは, マーティンの公理 MAℵ1

から, サイズ ℵ1 でチェイスの条件をみたすアーベル群がすべてホワイ
トヘッド群であることを導く. そこで, MAℵ1

のもとでは, グリフィスの群 (定理 6.1)が自由アーベル群でな
いホワイトヘッド群の例となる.

補題 7.1 アーベル群 A はサイズ ℵ1 でチェイスの条件をみたすものとする. S を A の有限生成純粋部分群ば
かりからなる不可算な族とする. このとき, A の自由かつ純粋な部分群 A′ で, 不可算個の S のメンバーを含
むものが存在する.
[証明] 必要なら部分族を考えることで, 一般性を損なうことなく, すべての S ∈ S が同じランク m をもつと
仮定できる. T ⊆ S のとき, 共通部分

⋂
S∈T S のランクはゼロ以上 m 以下の整数であるから,

r = max

{
rank

( ⋂
S∈T

S

)
: T ⊆ S は不可算

}

がゼロ以上 m 以下の整数として確定する. rank(
⋂
S∈T S) = r となる不可算な T ⊆ S をとり, T =

⋂
S∈T S

としよう. このとき,

• T は A の有限生成純粋部分群である,
• T ⊆ S をみたす S ∈ S が不可算個存在する,
• T は上記 2条件をみたす部分群のうちで極大である

が成立する. 一般性を損なうことなく, T = S すなわちすべての S ∈ S について T ⊆ S となると仮定でき
る. T の基底 X をとる. T が A の純粋部分群で各 S ∈ S は T を含む有限生成部分群なので, S/T はねじれ
元をもたない有限生成アーベル群, したがって自由アーベル群である. そこで, 各 S ∈ S の基底 XS を X を
含むようにとれる. XS \X = YS とおこう. これから A の部分群の ω1-列 {Aα : α < ω1 } と S のメンバー
の ω1-列 {Sα+1 : α < ω1 } を

(i) 各 Aα は可算な自由アーベル群であり, A の純粋部分群である,
(ii) Aα ( Aα+1 であり, Aα+1/Aα は自由アーベル群である,
(iii) λ < ω1 が極限順序数のとき Aλ =

⋃
α<λAα である,

(iv) Sα+1 たちはすべて互いに異なる,
(v) Sα+1 ⊆ Aα+1 である
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となるようにとる.
そこでまず A0 = T とする. Aν (ν < α) がすでに得られたとする. α が極限順序数なら Aα =

⋃
ν<αAν

とする. α が後続順序数で α = ν + 1 のときを考える. A がチェイスの条件をみたすことから, A の可算な
ℵ1-純粋部分群 Cν を Aν を含むようにとれる. このとき, 〈YS〉 ∩ Cν 6= 0 となる S ∈ S は高々可算個である.
(というのも, そうでなければある c ∈ Cν について, c 6= 0 かつ不可算個の S ∈ S で c ∈ S となる. すると
Cν + 〈c〉 の純粋包を考えることで T の極大性に矛盾することになる.) よって, それまでに選ばれた可算個の
Sµ+1 (µ < ν) のどれとも異なる Sν+1 ∈ S を 〈YSν+1

〉 ∩ Cν = 0 となるようにとれる. そこで Aν + 〈YSν+1
〉

の純粋包を Aν+1 と定めよう. このとき Sν+1 ⊆ Aν+1 である. また Aν+1/Aν は自由アーベル群である. な
ぜなら, Cν と Aν+1 の選びかたから Aν+1 ∩ Cν = Aν であり,

Aν+1/Aν = Aν+1/(Aν+1 ∩ Cν) ∼= (Aν+1 + Cν)/Cν

であって, Cν が ℵ1-純粋部分群で Aν+1 + Cν が可算であることから (Aν+1 + Cν)/Cν も自由アーベル群で
あるからである.
こうして条件 (i)–(v)をみたすように Aα と Sα+1 がとれたとして A′ =

⋃
α<ω1

Aα と定める. 条件 (ii)と
(iii)から, 補題 1.3により A′ は自由アーベル群である. 各 Aα が A の純粋部分群であるからその和 A′ も A

の純粋部分群である. またすべての α < ω1 で Sα+1 ⊆ A′ となり, Sα+1 たちは互いに異なるから, 不可算個
の S ∈ S が A′ に含まれることになる. □

定義 7.2 サイズ ℵ1 でチェイスの条件をみたすアーベル群 A と, 全射準同型 B
π−→ A が与えられていて,

Kerπ ∼= Z となっているとする. 対 p = (ϕp, Sp) で, 条件

• Sp は A の有限生成純粋部分群である,
• ϕp は Sp から B への準同型写像である,
• πϕp = idSp

である

をみたすものの全体を P とする. p, q ∈ P のとき

p ≤ q ⇐⇒ Sp ⊇ Sq かつ ϕp|Sq = ϕq

と定めて P を半順序づけする. □

補題 7.3 q ∈ P とし F ⊆ A を任意の有限部分集合とする. このとき p ∈ P が存在して p ≤ q かつ F ⊆ Sp

をみたす.
[証明] チェイスの条件はポントリャーギンの条件を導くから, Sq ∪F を含む有限生成純粋部分群 S が存在す
る. このとき S/Sq は有限生成でねじれ元をもたないから自由アーベル群である. そこで Sq の任意の基底 Xq

に対し, S の基底を Y を Y ⊇ Xq となるようにとれる. いま x ∈ Xq のとき ϕ(x) = x とし y ∈ Y \Xq のと
き ϕ(y) は π(by) = y をみたす適当な by ∈ B とすれば, S から B への準同型写像 ϕ が定まって πϕ = idS

となる. そこで対 (ϕ, S) を p とすれば要件をみたす. □

補題 7.4 半順序集合 P は可算鎖条件 cccをみたす. すなわち, P の任意の不可算部分集合 P ′ ⊆ P に対して
その相異なる要素 p0, p1 ∈ P ′ が存在して両者は共通の拡大をもつ. すなわちある p2 ∈ P について p2 ≤ p0

かつ p2 ≤ p1 となる.
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[証明] 補題 7.1によれば, A の自由かつ純粋な部分群 A′ が存在して, 不可算個の p ∈ P ′ について Sp ⊆ A′

が成立する. 一般性を損なうことなくすべての p ∈ P ′ について Sp ⊆ A′ であったとする. A′ の基底 X を
とる. 補題 7.3 により, 一般性を損なうことなくすべての p ∈ P ′ について Sp は X の有限部分集合 Xp で
生成されると仮定できる. (Sp の有限個の生成元を表示するのに十分な X の有限個の要素からなる集合 F

をとって補題 7.3 を使うと, q ≤ p かつ F ⊆ Sq をみたす q ∈ P が存在する. そこで各 p ∈ P ′ に代えて
p̄ = (ϕq|〈F 〉, 〈F 〉) を用いて議論すればよい.) 有限集合の族 {Xp : p ∈ P ′ } にデルタ補題を用いると, 不可
算な P ′′ ⊆ P ′ と有限な Z が存在してすべての p, q ∈ P ′′ について p 6= q ならば Xp ∩Xq = Z となる. ここ
で関数 f : Z → B で πf = idZ となるものは高々可算個しか存在しない. (1個は存在するのでその 1個を f0

とすると, 他のすべての f は各 x ∈ Z について f(x) − f0(x) ∈ Kerπ をみたす. しかし Z は有限で Kerπ

は可算なので, Z から Kerπ への関数が可算個しか存在しない. このため, f も可算とおりしかありえない.)
いっぽう P ′′ は不可算集合だから, p0, p1 ∈ P ′′ を p0 6= p1 だが ϕp0 |Z = ϕp1 |Z となるようにとれる. そこで
ϕp0 と ϕp1 は Xp0 ∪Xp1 から B への関数を定め, その関数は Sp0 + Sp1 から B への準同型写像 ϕ に拡張で
きる. 対 (ϕ, Sp0 + Sp1) を p2 としよう. あとは Sp0 + Sp1 が A の純粋部分群であることを確かめればよい.
いま Sp0 + Sp1 の基底 Xp0 +Xp1 が A′ の基底 X に含まれることから Sp0 + Sp1 は A′ の直和因子であり,
したがって A′/(Sp0 + Sp1) は自由アーベル群である. よって Sp0 + Sp1 は A′ の純粋部分群である. また A′

は A の純粋部分群である. よって Sp0 + Sp1 は A の純粋部分群である. □

定理 7.5 MAℵ1
を仮定する. A をサイズ ℵ1 のチェイスの条件をみたすアーベル群とする. このとき A はホ

ワイトヘッド群である.
[証明] A と全射準同型 π : B → A で Kerπ ∼= Z となるものが与えられたとして, これに対して定義 7.2の
半順序集合 P を作ろう. 各有限部分集合 F ⊆ A に対して DF = { p ∈ P : Sp ⊇ F } とすると, 補題 7.3に
よって DF は P において稠密である. D = {DF : F ⊆ A は有限集合 } とする. D のサイズは ℵ1 である.
また補題 7.4 により P は可算鎖条件をみたす. よって MAℵ1

により, P のフィルター G で D のすべての
メンバーと交わるものがとれる. どの a ∈ A に対しても a ∈ Sp をみたす p ∈ G が存在するので, すべての
p ∈ G にわたる Sp の和集合は A 全体になる. また a ∈ A に対し a ∈ Sp をみたす p ∈ G は複数ありうる
が, どの p ∈ G を選んでも ϕp(a) の値は a で決まり, p の取りかたによらない. このことは G の任意の 2要
素が G に属する共通の拡大をもつことからわかる. よって a にこのような値 ϕp(a) を対応させることで関数
g : A→ B が定まる. 任意の a, a′ ∈ A について a, a′ ∈ Sp となる p ∈ G が存在して

g(a+ a′) = ϕp(a+ a′) = ϕp(a) + ϕp(a
′) = g(a) + g(a′)

となるから, g は準同型写像である. 同様にして a ∈ A に対して a ∈ Sp となる p ∈ G をとれば

πg(a) = πϕp(a) = a

なので πg = idA である. よって全射準同型 π は分裂する. □

8 プッシュアウトの構成とホワイトヘッド群の特徴づけ
アーベル群と準同型の図式

A B

C

f

g
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に対して,

D1 = B × C,

D0 = { (f(a),−g(a)) : a ∈ A }

と定めよう. D0 は D1 の部分群になっている. そこで D = D1/D0 とし, B h−→ D と C
k−→ D を

h : b 7→ (b, 0) +D0, k : c 7→ (0, c) +D0

によって定める. このとき hf : a 7→ (f(a), 0)+D0 かつ kg : a 7→ (0, g(a)) +D0 だが (f(a), 0)− (0, g(a)) =

(f(a),−g(a)) ∈ D0 なので hf(a) = kg(a), したがって hf = kg である. すなわち次の図式は可換である.

A B

C D

f

g h

k

いま他にも
A B

C E

f

g p

q

を可換にする p, q, E があったとしよう. (b, c) ≡ (b′, c′) (mod D0) のとき a ∈ A を b − b′ = f(a),
c− c′ = −g(a) となるようにとれて,

p(b) = p(b′) + pf(a), q(c) = q(c′)− qg(a) = q(c′)− pf(a)

より p(b) + q(c) = p(b′) + q(b′) となる. よって (b, c) +D0 7→ p(b) + q(c) は D から E への準同型として
well-definedである. これを r : D → E としよう.

rh(b) = r((b, 0) +D0) = p(b) + q(0) = p(b) (b ∈ B)

なので p = rh, 同様に

rk(b) = r((0, c) +D0) = p(0) + q(c) = q(c) (c ∈ C)

なので q = rk である.
A B

C D

E

f

g h
p

k

q

r

他に D
r′−→ E が r′h = p, r′k = q をみたしたとすると,

r′((b, c) +D0) = r′(h(b) + k(c)) = r′h(b) + r′k(c) = p(b) + q(c) = r((b, c) +D0)

なので r′ = r である.
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圏の言葉で言えば, 上のように構成した図式

A B

C D

f

g h

k

はプッシュアウトになっている. まとめると,

命題 8.1 アーベル群の図式
A B

C

f

g に対して h, k,D が存在して,
A B

C D

f

g h

k

がプッシュアウトに

なる. すなわちこの図式は可換であり, また,
A B

C E

f

g p

q

を可換にする任意の p, q, E に対して一意的な

D
r−→ E が存在して

A B

C D

E

f

g h
p

k

q

r

が可換となる. □

次の 2つの命題はプッシュアウトの構成からすぐにわかる.

命題 8.2 アーベル群のプッシュアウト
A B

C D

f

g h

k

において B ⊕C
h⊕k−−−→ D は全射である. したがって D

の任意の要素は h(b) + k(c) (b ∈ B, c ∈ C) の形に書ける. □

命題 8.3 アーベル群のプッシュアウト
A B

C D

f

g h

k

において h(b) = k(c) ならばある a ∈ A について

b = f(a), c = g(a) となる. □

次の命題は任意の圏のプッシュアウトで一般に成立する.

命題 8.4 可換図式
A B

C D

f

g h

k

がプッシュアウトで, f が全射であれば, k も全射である.

[証明] D E
r1

r2
が r1k = r2k をみたしたとする. このとき

r1hf = r1kg = r2kg = r2hf
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で, 仮定より f が全射なので r1h = r2h である. p = r1h = r2h, q = r1k = r2k とすると pf = qg となるの
で, 一意的な D

r−→ E によって p = rh, q = rk となる. この r の一意性は r1 = r2 であることを意味する.
したがって, k は全射である. □

いっぽう, 次の命題はアーベル群の圏の特殊事情といえそうだ.

命題 8.5 アーベル群の図式
A B

C D

f

g h

k

がプッシュアウトで, f が単射であれば, k も単射である.

[証明] c ∈ Ker k とすると, k(c) = 0 = h(0) なので, 命題 8.3によりある a ∈ A について c = g(a), 0 = f(a)

となる. いま f が単射なので a = 0 であり, したがって c = g(0) = 0 となる. よって Ker k = 0 となり, k も
単射である. □

■命題 2.6の証明 (前半) アーベル群 A の自由分解 0 → F1
δ−→ F0

ε−→ A → 0 を考える. ϕ1 ∈ Hom(F1,Z)

が与えられたとする. h, k,B を
F1 F0

Z B

δ

ϕ1 h

k

がプッシュアウトになるようにとる. 補題 8.5により, k は単射

である. 可換図式
F1 F0

Z A

δ

ϕ1 ε

0

にプッシュアウトの性質を用いると, B π−→ A が存在して, πh = ε, πk = 0 と

なる. πk = 0 より Im k ⊂ Kerπ である. いっぽう b ∈ Kerπ に対して命題 8.2を用いて b = h(x0) + k(z)

(x0 ∈ F0, z ∈ Z) と表示したとき,

0 = π(b) = πh(x0) + πk(z) = ε(x0)

より x0 ∈ Ker ε = Im δ である. そこで x0 = δ(x1) (x1 ∈ F1) としよう. すると

b = hδ(x1) + k(z) = kϕ1(x1) + k(z) = k(ϕ1(x1) + z) ∈ Im k

となる. よって Im k = Kerπ である. こうして, 次の可換図式の 2つの行はいずれも完全系列となる.

0 F1 F0 A 0

0 Z B A 0

δ

ϕ1

ε

h

k π

さて, この 2 行目の完全系列が分裂したとしよう. すると B
τ−→ D が存在して τk = idZ となる. すると

τhδ = τkϕ1 = ϕ1 なので ϕ ∈ Im δ∗ であって, ϕ1 は Ext(A,Z) のゼロ元に属することになる.
以上のことから, もしもすべての短完全系列 0 → Z → B → A → 0 が分裂するならば, Ext(A,Z) = 0 と

なる.

■命題 2.6の証明 (後半) 今度は Ext(A,Z) = 0 を仮定する. 短完全系列 0 → Z k−→ B
π−→ A → 0 が与えら

れたとする. 十分大きな自由アーベル群 F0 と全射準同型 F0
h−→ B をとって πh = ε とおくと, ε も全射であ

る. そこで F1 = Ker ε として A の自由分解 0 → F1
δ−→ F0

ε−→ A→ 0 が得られる.
いま πhδ = εδ = 0 より Im(hδ) ⊂ Kerπ = Im k である. k は単射なので k−1hδ = ϕ1 とおける.

ϕ1 ∈ Hom(F1,Z) であり, kϕ1 = hδ となる.
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仮定 Ext(A,Z) = 0 により, ある ϕ0 ∈ Hom(F0,Z) が存在して ϕ1 = ϕ0δ となる. このとき

補題 8.6 Kerh ⊂ Kerϕ0 である.
[証明] h(x0) = 0 とすると ε(x0) = πh(x0) = 0 より x0 ∈ Ker ε = Im δ となるから x0 = δ(x1) となる
x1 ∈ F1 がとれて ϕ0(x0) = ϕ0δ(x1) = ϕ1(x1) である. また kϕ1(x1) = hδ(x1) = h(x0) = 0 である. ゆえに
kϕ0(x0) = kϕ1(x1) = 0 であり, k が単射なので ϕ0(x0) = 0 である. □

この補題により, x0, y0 ∈ F0 が h(x0) = h(y0) をみたすとき ϕ1(x0) = ϕ1(y0) となる. このことと h が全
射であることから, ϕ0 は準同型 B

τ−→ Z を引き起こし, τh = ϕ0 となる. この τ について

補題 8.7 τk = idZ となる.
[証明] m ∈ Z を任意の整数として, x0 ∈ F0 を k(m) = h(x0) となるようにとる. すると ε(x0) =

πh(x0) = πk(m) = 0 なので x0 ∈ Ker ε = Im δ であり, x0 = δ(x1) となるように x1 ∈ F1 がとれる.
ϕ1(x1) = ϕ0δ(x1) = ϕ0(x0) である. また kϕ1(x1) = hδ(x1) = h(x0) = k(m) であり, k が単射であること
から ϕ1(x1) = m である. 最後に τk(m) = τh(x0) = ϕ0(x0) = ϕ1(x1) = m となる. m は任意だったので
τk = idZ である. □

こうして短完全系列 0 → Z k−→ B
π−→ A→ 0 が分解することが示され, 命題 2.6の証明が完了した.

9 プルバックの構成とその基本性質
アーベル群と準同型の図式

A

B C

f

g

に対して D = { (a, b) ∈ A×B : f(a) = g(b) } としよう. D は直積群 A×B の部分群である. 関数 D
h−→ A

と D
k−→ B を

h : (a, b) 7→ a, k : (a, b) 7→ b

と定めよう. h と k は準同型で, あきらかに fh = gk となる. すなわち次の図式は可換である.

D A

B C

k

h f

g

いま他にも
E A

B C

q

p f

g

を可換にする p, q, E があったとしよう. すると各 x ∈ E について (p(x), q(x)) ∈ D となる. この対応を

r : E → D;x 7→ (p(x), q(x))
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とすれば, hr = p かつ kr = q となる. すなわち次の図式が可換となる.

E

D A

B C

p

q

r

k

h f

g

また, 他に E
r′−→ D が hr′ = p, kr′ = q をみたしたとすると, h と k の定義から r′(x) = (p(x), q(x)) = r(x)

となるから r′ = r である.
圏の言葉で言えば, 上のように構成した図式

D A

B C

k

h f

g

はプルバックになっている. プルバックは前節で説明したプッシュアウトの双対概念になっている. まとめ
ると,

命題 9.1 アーベル群の図式
A

B C

f

g

に対して h, k,D が存在して,
D A

B C

k

h f

g

がプルバックになる.

すなわちこの図式は可換であり, また
E A

B C

p

q f

g

を可換にする任意の p, q, E に対して一意的な E
r−→ D

が存在して
E

D A

B C

p

q

r

k

h f

g

が可換となる. □

次の命題はプルバックの構成からすぐにわかる.

命題 9.2 アーベル群のプルバック
D A

B C

k

h f

g

において (h, k) : D → A × B; a 7→ (h(a), k(a)) は単射で

ある. したがって d, d′ ∈ D が h(d) = h(d′), k(d) = k(d′) をみたせば d = d′ である. □

次の命題は任意の圏のプルバックで一般に成立する.

命題 9.3 可換図式
D A

B C

k

h f

g

がプルバックで, f が単射であれば, k も単射である.
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[証明] E D
r1

r2
が kr1 = kr2 をみたしたとする. このとき

fhr1 = gkr1 = gkr2 = fhr2

で, 仮定より f が単射なので hr1 = hr2 も成立する. p = hr1 = hr2, q = kr1 = kr2 とすると fp = gq とな
るので, 一意的な E

r−→ D によって p = hr, q = kr となる. この r の一意性は r1 = r2 であることを意味す
る. したがって k は単射である. □

アーベル群の圏の場合のように集合と写像の言葉でプルバックを構成した場合は, 次の命題も成立する.

命題 9.4 アーベル群の図式
D A

B C

k

h f

g

がプルバックで, f が全射であれば k も全射である.

[証明] 任意の b ∈ B に対して, f が全射であることから g(b) = f(a) をみたす a ∈ A がとれる. このとき
D の定義から d = (a, b) ∈ D なので b = k(d) ∈ Im k となる. よって Im k = B である. □

10 蛇の補題の証明
この節では蛇の補題, すなわち補題 2.8を証明する. 読んでもらえばわかるとおり, 素直なアイデアの展開で

あって決して難しくはないが, 面白くもない.
アーベル群の可換図式

0 0

L0 L1

M0 M1

N0 N1

0 0

f

i0 i1

g

p0 p1

h

において, 列がどちらも完全系列になっているとする. x0 ∈ Ker f のとき gi0(x0) = i1f(x0) = i0(0) = 0 な
ので i0(x0) ∈ Ker g である. そこで, i0 の定義域を Ker f に, 終域を Ker g に制限した写像を i′0 と書くこと
にする. あきらかに i′0 は単射準同型写像である. 同様に, y0 ∈ Ker g のとき hp0(y0) = p1g(y0) = p1(0) = 0

なので p0(y0) ∈ Kerh である. そこで, p0 の定義域を Ker g に, 終域を Kerh に制限した写像を p′0 と書くこ
とにする. p′0 は準同型写像であるが, 全射とは限らない.
さて x0 ∈ Ker f のとき, 上に述べたことから i′0(x0) = i0(x0) ∈ Ker g ∩ Ker p0 = Ker p′0 である. よって

Im i′0 ⊆ Ker p′0 である. 逆に y0 ∈ Ker p′0 = Ker p0 ∩Ker g とすると, Ker p0 = Im i0 より y0 = i0(x0) とな
る x0 ∈ L0 が存在する. y0 ∈ Ker g より i1f(x0) = gi0(x0) = g(y0) = 0 であり, i1 が単射なので f(x0) = 0

したがって x0 ∈ Ker f である. したがって y0 = i0(x0) = i′0(x0) ∈ Im i′0 である. こうして Im i′0 ⊇ Ker p′0

が示された. そこで系列
0 → Ker f

i′0−→ Ker g
p′0−→ Kerh
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は完全系列である.
次に x1 ∈ Im f として x1 = f(x0)となる x0 ∈ L0 をとる. すると i1(x1) = i1f(x0) = gi0(x0) ∈ Im g とな

る. そこで Coker f の要素 x1+Im f に対して Coker g の要素 i1(x1)+Im g を対応させる写像はwell-defined
であり, Coker f から Coker g への準同型になっている. この準同型を i′1 : Coker f → Coker g としよう. 同
様に, y1 ∈ Im g のとき y1 = g(y0) となる y0 ∈M0 をとる. すると p1(y1) = p1g(y0) = hp0(y0) ∈ Imh とな
る. そこで Coker g の要素 y1+Im g に対して Cokerhの要素 p1(y1)+Imhを対応させる写像はwell-defined
であり, Coker g から Cokerh への準同型になっている. この準同型を p′1 : Coker g → Cokerh としよう.
p1 : M1 → N1 が全射であることからあきらかに p′1 は全射である.
さて i1(x1)+ Im g ∈ Im i′1 のとき p′1(i1(x1)+ Im g) = p1i1(x1)+ Imh = 0+Imh なので i1(x1)+ Im g ∈

Ker p′1 であり, Im i′1 ⊆ Ker p′1 である. 逆に y1 + Im g ∈ Ker p′1 とすると p1(y1) + Imh = p′1(y1 + Im g) =

0+Imh, したがって p1(y1) ∈ Imh である. そこで p1(y1) = h(z0) となる z0 ∈ N0 をとると, z0 = p0(y0) を
みたす y0 ∈M0 がとれて, p1(y1) = h(z0) = hp0(y0) = p1g(y0) となる. そこで y1 − g(y0) ∈ Ker p1 = Im i1

なので y1 = g(y0) + i1(x1) となる x1 ∈ L1 がとれて y1 + Im g = i1(x1) + Im g = i′1(x1 + Im f) ∈ Im i′1 と
なる. よって Im i′1 ⊇ Ker p′1 が示された. そこで系列

Coker f
i′1−→ Coker g

p′1−→ Cokerh→ 0

は完全系列である.
次に Kerh から Coker f への準同型 θ を定義しよう. そのために z0 ∈ Kerh とする. z0 = p0(y0)

となる y0 ∈ M0 をとる. (注意: この y0 は一意的ではない.) すると p1g(y0) = hp0(y0) = h(z0) = 0

より, g(y0) ∈ Ker p1 = Im i1 である. よって g(y0) = i1(x1) をみたす x1 ∈ L1 が存在する. この x1

は y0 に対して決まるが, y0 は z0 に対して一意的には決まらない. いま z0 = p0(y0) = p0(w0) だっ
たとしよう. y0 − w0 ∈ Ker p0 = Im i0 より, ある x0 ∈ L0 によって y0 = w0 + i0(x0) となる. こ
のとき g(y0) = g(w0) + gi0(x0) = g(w0) + i1f(x0) である. g(y0) = i1(x1), g(w0) = i1(v1) とすると
i1(x1) = i1(v1) = i1f(x0) で, i1 は単射なので x1 − v1 = f(x0) ∈ Im f となる. よって, z0 ∈ Kerh のとき,
p0(y0) = z0 となる y0 ∈ M0 をとって g(y0) = i1(x1) をみたす x1 ∈ L1 に対応させると, 剰余類 x1 + Im f

は z0 に対して一意的に決まる. こうして写像 θ : Kerh→ Coker f が得られる. この θ は準同型である.
この θ について Ker θ = Im p′0 を示す. z0 ∈ Im p′0 としよう. すると z0 = p0(y0) となる y0 ∈ Ker g

が存在する. g(y0) = 0 なのだから, 上に述べた手続でこの y0 に対応する x1 もゼロであり, したがっ
て θ(z0) = 0 + Im f である. したがって Im p′0 ⊆ Ker θ である. 逆に z0 ∈ Ker θ とすると p0(y0) = z0

となる y0 ∈ M0 について g(y0) = i1(x1) をみたす x1 ∈ L1 は Im f に属するので, x1 = f(x0) を
みたす x0 ∈ L0 がとれる. このとき g(y0) = i1f(x0) = gi0(x0) より y0 − i0(x0) ∈ Ker g であって,
p0(y0 − i0(x0)) = p0(y0) + p0i0(x0) = p0(y0) = z0 である. ゆえに z0 ∈ Im p′0 になっている. よって
Im p′0 ⊇ Ker θ となっている.
最後に Im θ = Ker i′1 を示す. x1 + Im f ∈ Im θ としよう. このとき g(y0) = i1(x1) をみたす y0 ∈ M0 が

存在する. そこで i1(x1) ∈ Im g であり, i1(x1)+ Im g = 0+ Im g であって, x1 + Im g ∈ Ker i′1 である. よっ
て Im θ ⊆ Ker i′1 である. 逆に x1 + Im f ∈ Ker i′1 とすると, i1(x1) + Im g = 0 + Im g より i1(x1) ∈ Im g

なので, i1(x1) = g(y0) をみたす y0 ∈ M0 がとれる. ここで z0 = g(y0) とすれば x1 + Im f = θ(z0) ∈ Im θ

である. すなわち Im θ ⊇ Ker i′1 である.
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以上のことから系列

0 → Ker f
i′0−→ Ker g

p′0−→ Kerh
θ−→ Coker f

i′1−→ Coker g
p′1−→ Cokerh→ 0

が完全系列になることが示され, 蛇の補題 2.8の証明が完了した. □

おまけ
■自明でない (B,Z)-群の例 分裂しない短完全系列

0 Z Z Z/3Z 0
3× mod3

を考え, B = Z/3Z = {0̄, 1̄, 2̄} に対して x0̄ = 0, x1̄ = −2, x2̄ = 5 と選んで (B,Z)-群 C を構成すると,
C ∼= Z であって, この同型対応は次の表のように与えられる:

· · · −2 −1 0 1 2 3 · · ·
0̄ · · · −6 −3 0 3 6 9 · · ·
1̄ · · · −8 −5 −2 1 4 7 · · ·
2̄ · · · −1 2 5 8 11 14 · · ·

そこで, 通常の整数の加法 4 + 2 = 6 や 5 + (−2) = 3 は C における加法では

(1̄, 2) +C (2̄,−1) = (0̄, 2), (2̄, 0) +C (1̄, 0) = (0̄, 1)

となり, 直積群の演算とは右成分の振舞いが一致しない.

■自由アーベル群の有限生成純粋部分群 いろいろの命題の証明はおおむね文献 [1]に従ったが, 命題 2.6に
相当する [1]の Theorem3.5の証明には少々ギャップがある. 本稿ではそこは修正してある. 次の命題は [1]の
証明のギャップを埋めるために考えついたものだ. 結局使いどころはなかったが, メモがわりに書き残してお
こうと思う.

命題A.1 自由アーベル群 A の有限生成純粋部分群 B は A の直和因子である.
[証明] まず A 自身が有限生成で B が A の純粋部分群であった場合を考える. このとき A が有限生成で B

が純粋部分群であることから A/B は有限生成でねじれ元をもたないアーベル群なので自由アーベル群であ
る. よって自然な短完全系列 0 → B ↪→ A� A/B → 0 は分裂し, B は A の直和因子となる.
次に一般の場合. B が自由アーベル群 A の有限生成純粋部分群であったとする. B の有限個の生成元を表

示するために必要な A の基底の要素の個数は高々有限個である. その有限個の基底要素で生成される A の部
分群を A0 とすると A0 は有限生成の自由アーベル群であり, A の直和因子であり, かつ B ⊆ A0 となってい
る. 前段の結果から B は A0 の直和因子である. よって B は A 自身の直和因子でもある. □

この命題 A.1で B が純粋部分群であることは直和因子であるための必要条件だが, 有限生成という条件は
ある程度緩和できそうに思われる. ただ, 無制限には緩和できないことが次の例からわかる.
可算無限な基底をもつ自由アーベル群 F から有理数の加法の群 (Q,+) への全射準同型 π : F → Q を考え

ると, その核 Kerπ は F の純粋部分群である. というのは F も剰余群 F/Kerπ ∼= Q もねじれ元をもたない
からだ. しかし Kerπ は F の直和因子ではない. 直和因子だとしたら剰余群 F/Kerπ は F の部分群と同型
になるはずだが, Q は自由アーベル群でないので, F には F/Kerπ と同型な部分群は存在しない.
このように, 命題 A.1は「有限生成」を「可算」に緩めただけで, もう成立しない.
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■チェイスの条件とポントリャーギンの条件 アーベル群 A がチェイスの条件をみたすとしよう. B を A の
有限生成部分群とする. A にねじれ元がないことから, 各 b ∈ B と整数 m ≥ 1 に対し mx = b となる x ∈ A

は高々 1個しかない. このことと B が可算であることから B の純粋包 B′ も可算である. いま A は ℵ1-自由
なので B′ は自由アーベル群であって, ポントリャーギンの条件をみたす. ゆえに B は B′ の有限生成純粋部
分群に含まれることになるが, このことは B′ が有限生成であることを意味する. よって次の命題が成立する.

命題A.2 チェイスの条件をみたすアーベル群はポントリャーギンの条件をみたす. □

■自由アーベル群の要素は無制限には整除できない アーベル群 A の要素 a が整数 n で整除できるとは,
a = nb をみたす要素 b ∈ A が存在することをいう. すべての要素がすべての自然数 n ≥ 1 で整除できるアー
ベル群を可除アーベル群という. 代表的な可除アーベル群の例である有理数の加法群 (Q,+) は自由アーベル
群でない. このこと自身は簡単に証明できるが, 一般に自明でない可除アーベル群は決して自由アーベル群に
ならないことが次の命題からわかる.

命題A.3 自由アーベル群のゼロでない要素に対し, それを整除できる自然数 n ≥ 1 は高々有限個しか存在し
ない. したがって自由アーベル群においてすべての自然数で整除できる要素はゼロ以外にない.
[証明] F を自由アーベル群, X をその基底とする. a ∈ F をゼロでない任意の要素とし, これを X の要素の
整数係数 1次結合として

a = n1x1 + n2x2 + · · ·+ nrxr (ni ∈ Z \ {0}, xi ∈ X)

と表示したとする. n1, n2, . . . , nr の最大公約数を d としよう. いま a が自然数 m ≥ 1 で整除できるとして
a = mb とする. b を基底 X の要素の整数係数 1次結合として

b = k1x
′
1 + k2x

′
2 + · · · kr′x′r′ (ki ∈ Z \ {0}, x′i ∈ X)

と表示したとすれば,
a = (mk1)x

′
1 + (mk2)x

′
2 + · · · (mkr′)x′r′

だから, 基底要素による 1次結合表示の一意性により, r′ = r であり, 適切な並べかえののちに x1 = x′1, x2 =

x′2, . . . , xr = x′r かつ n1 = mk1, n2 = mk2, . . . , nr = mkr となる. このとき m は n1, n2, . . . , nr の公約数
のひとつだから m ≤ d である. よって, a は d より真に大きい整数によっては整除されない. □
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