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はじめに
2025年 6月 24日から 27日の 4日間にわたって, 東北大学理学研究科数学専攻において, 記述集合論の集中

講義を実施する. この文書はその講義内容をまとめたものである. このようなマゼンタ色で書かれているのは
自分用のメモ. 2023年 2月に那覇で話した時の資料を, 今回かなり流用した.
講義の内容は古典記述集合論に徹する. 実効記述集合論や現代的な話題は最後に時間が余れば話す. 近

藤-Addisonをやることを優先事項とする. そのため, 材料の準備は近藤-Addisonから遡る形でやる.
集合族の共通部分とか和集合とか直積集合とか可算集合とか, その程度の集合論の知識は仮定する. 整列集

合とか超限帰納法とかの集合論的概念を知っていてくれたら (筆者が)嬉しい.
距離空間とか完備性とか可分性とか, 位相同型写像とか, その程度の位相空間論の知識は仮定する.
専門分野としての集合論の慣例にしたがい, 自然数はゼロから始まるものとする. 自然数全体の集合は N と

書かず ω と書く. 自然数をはじめとする順序数は一般に, 自分より小さい順序数全体の集合と同一視される.
単位を出すべき講義という性質上, ところどころに演習問題を入れた. ときどき, 筆者が証明をサボって演習

問題にしている部分がある. 証明は書いたけど話す時間がなさそうな命題 (や, サボりすぎて心が痛んだ部分)
については, ヒント付きの演習問題になっている場合がある.

■ 有限列についての操作 一般に集合 Z の要素の有限列全体のなす集合を SeqZ と書くことにする. 有限列
s の長さ (length)を lh(s) と書き, s を自然数の有限集合 {0, 1, . . . , lh(s) − 1} を定義域とする関数と同一視
する. 有限列 s と t に対し, s ∗ t とは s の後ろに t を連結してできる長さ lh(s) + lh(t) の有限列を表す. たと
えば (a, b, c) ∗ (d, e) とは (a, b, c, d, e) のことである. 長さゼロの空な列 ∅ も考える. n ≤ lh(s) のとき, s の
始切片 (s(0), s(1), . . . , s(n− 1)) のことを s � n と書く. s が t の始切片であるとき s ⊆ t あるいは t ⊇ s と
書く. s ( t や t ) s の意味は明らかだろう.
また, 無限列 f ∈ ωZ に対しても, 始切片 f � n や s ⊆ f や, 連結 s ∗ f の記法を用いる.

1 ポーランド空間
概要

記述集合論の舞台となるポーランド空間, とくにベールの零次元空間 N について考察する.

∗ 最終組版: 2025年 6月 27日, 11:34
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古典記述集合論の主な舞台は, ユークリッド空間 Rn とその一般化としてのポーランド空間 (Polish space),
すなわち, 完備な距離がつく可分な位相空間のことである.
たとえばユークリッド空間 Rn はポーランド空間である. また, 可算な離散位相空間はポーランド空間であ

る. ポーランド空間の閉部分空間もまたポーランド空間になる. 可算個のポーランド空間の直積空間もまた
ポーランド空間になる. そこで, 可算無限離散空間としての ω = {0, 1, 2, . . . , n, . . .} の可算無限個のコピーの
直積空間 (すなわち自然数の無限列全体の集合)

N := ωω = ω × ω × ω × · · ·

や, 有限な離散空間としての 2 = {0, 1} の可算無限個のコピーの直積空間

C := ω2 = 2× 2× 2× · · ·

はポーランド空間である. 無限直積のちゃんとした定義をサボったことを反省している. N のことをベール
の零次元空間といい, C のことをカントール空間という.
ベールの零次元空間 N は記述集合論において特に重要な役割をはたす. N は, 集合 ωω に距離関数

d(α, β) =


1

min{ k ∈ ω | α(k) 6= β(k) }+ 1
, (α 6= β のとき)

0, (α = β のとき)

で距離づけした完備可分距離空間である. ベールの零次元空間 N は実数直線 R の中で無理数全体のなす集合
R \Q と無限連分数展開を介して同相なので, また無理数空間とも呼ばれる. この理由で各 α : ω → ω を無理
数と呼んだり実数と呼んだりすることがある.
有限列 s ∈ Seqω に対して N の部分集合 [s] を

[s] = {α ∈ N : s ⊆ α }

と定義する. N において [s] は開集合であると同時に閉集合であり, これらの全体 { [s] : s ∈ Seqω } は N の
位相の開基となっている.

さまざまなポーランド空間の具体例が文献 [1]にある. たとえば, 複素平面 C 全域で正則な複素関数の全体
は, コンパクト一様収束 (広義一様収束)の位相のもとでポーランド空間になる.

■ 開集合と閉集合 ポーランド空間 (X, d) において, 可算な稠密部分集合 Q = {q0, q1, . . . , qi, . . .} が与えら
れたとして, 標準的な開基 {NX

n : n ∈ ω} を次のように定義しよう: n = 2i(2k + 1) のとき NX
n は点 qi の

d に関する
1

k + 1
-近傍とする. また, NX

0 = X とする.
このように定義された標準的な開基を以下では Π0

0 � X と表記する. 空間 X が文脈から明らかなときは単
に Π0

0 と書く.
開基に属する集合の和集合で表される集合が X の開集合, そして開集合の補集合が X の閉集合である.
本稿ではポーランド空間 X の開集合全体のなす族を Σ0

1 � X と表記し, X の閉集合全体のなす族をΠ0
1 � X

と表記する. 太字を用いていることに注意せよ. 空間 X が文脈から明らかなときは単に Σ0
1 あるいは Π0

1 と
書く.

■ 連続写像と可測写像 二つのポーランド空間 X と Y と, 写像 f : X → Y があったとする. 写像 f が連続
であるとは Y のどんな開集合 G に対しても, その逆像 f−1[G] が X の開集合になるということである. こ
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れはまた, Y のどんな閉集合 E の逆像 f−1[E] も X の閉集合になることと同値である. 先に定義した標準的
開基を用いて, 同じことを次のようにも言える. f : X → Y が連続写像であるための必要十分条件は, すべて
の n ∈ ω に対して逆像 f−1[NY

n ] が X の開集合になることである.
一般に, ポーランド空間 X の部分集合族 A があったとして, 写像 f : X → Y が A-可測であるとは, すべ

ての n ∈ ω に対し逆像 f−1[NY
n ] が族 A に属することをいう. この意味で, 連続写像とは Σ0

1-可測写像のこ
とである.

〜☆〜☆〜☆〜

次の定理は, ポーランド空間全体のうちでベールの零次元空間の占める特別な地位の一端を明らかにしてく
れる. 以下では距離空間 (X, d) の部分集合 A の直径 (diameter)を

diam(A) = sup{ d(x, y) : x, y ∈ A }

によって定義する.

定理 1. X を (空でない)ポーランド空間とするとき N から X への連続な全射 fX : N → X が存在する.
[証明] ポーランド空間 X 上の完備な距離関数 d(-, -) で, diam(X) ≤ 1 であるものを用いる. X の可算な稠
密部分集合 Q をとる. x∅ ∈ Q を任意に固定する. 有限列 s ∈ Seqω に対する xs ∈ X が定まったら, xs の
3 · 2−(lh(s)+1)-近傍に属する Q のメンバーをすべて数え上げて, それらを

xs∗(0), xs∗(1), . . . , xs∗(i), . . .

とする. 数え上げは 1対 1でなくてもよい. これによって Seqω で添字づけされた点の系 {xs : s ∈ Seqω }
が得られる.
各 α ∈ N に対して, 点列 {xα�n}n∈ω は距離関数 d に関してコーシー列になっているので (→問題

1), 極限値 xα = limn→∞ xα�n が存在する. こうして定まる対応 fX : α 7→ xα は連続である. なぜ
なら, α0 � n = α1 � n = s のとき, xα0

と xα1
はいずれも xs の 3 · 2−n-近傍に属し, したがって

d(xα0
, xα1

) ≤ 3 · 2−n+1 となるからだ.
この連続写像 fX : α 7→ xα が X の上への写像であることを示すために, x ∈ X を任意の点とする. r0 = x∅

とする. Q の稠密性から, d(x, r1) < 2−1 となる r1 ∈ Q が存在する. X の直径が 1以下であることから, Q
のメンバーはすべてなんらかの i ∈ ω についての x(i) として数え上げられているはずで, ある i0 について
r1 = x(i0) となる. 次に, d(x, r2) < 2−2 となる r2 ∈ Q が存在するが,

d(r1, r2) ≤ d(x, r1) + d(x, r2) < 2−1 + 2−2 = 3 · 2−2

なので, r2 はなんらかの i1 ∈ ω について r2 = x(i0,i1) となっている. 以下同様に i0, i1, . . . , in−1 まで決まっ
たとして,

d(x, rn+1) < 2−(n+1)

をみたす rn+1 ∈ Q をとると, それは d(rn, rn+1) < 3 · 2−(n+1) をみたすので, ある in ∈ ω について
rn+1 = x(i0,i1,...,in) となっている. このように順に番号 in を決めたとして, 無限列 α ∈ N を α(n) = in と
定めると, xα�n = x(i0,i1,...,in−1) = rn なので xα�n は x に収束する. したがって x = xα となる. □

問題 1. 上の証明で, 各 α ∈ N に対して, 点列 {xα�n}n∈ω が本当にコーシー列になっていることを確認せ
よ. □

註. 今回は使う機会がないが, このほかに,
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• すべての零次元ポーランド空間は N の閉部分空間と同相である.
• 任意のコンパクトなポーランド空間の上へ C からの連続な全射がある.
• すべての零次元でコンパクトなポーランド空間は C の閉部分空間と同相である.

などの事実がある. N と C はこのような意味で, ポーランド空間全体の中で特別な地位にある. これらに匹敵する特別な
ポーランド空間としては, 実数直線 R の可算直積 ωR と閉区間の可算直積 ω[0, 1] があって,

• すべてのポーランド空間は ωR の閉部分空間と同相である.
• すべてのコンパクトなポーランド空間は ω[0, 1] の閉部分空間と同相である.

という事実がある. これらの事実の詳細な説明は文献 [1]にある. が, 筆者はこの文献の読みにくさに辟易している.

2 ボレル集合の階層と可算順序数
概要

開集合族の生成する σ-加法族のメンバーとしてボレル集合を導入する. 点集合族という考え方を導入し,
ボレル集合の各階層 Σ0

α と Π0
α について考察する. これらが補集合演算のもとで閉じていないことを, 普

遍集合のアイデアによって示す. ボレル集合の階層を構築するには自然数だけでは足りないことを指摘し,
可算順序数について考察する.

■ ボレル集合の階層 ポーランド空間 X のボレル集合族を B � X と書くことにしよう. ボレル集合族は積
分論や確率論で活躍するが, 通常その定義は開基 Π0

0 � X を含む最小の σ-加法的集合族, とされる. 通常の数
学的実践においてこれで困ることはあまりないのだが, われわれはこのボレル集合族 B � X の構造をもう少
し詳しく調べたい. そのために, B � X を次のようにして階層に分ける.
いま, ポーランド空間 X には標準的な開基 Π0

0 � X が与えられている. ゼロでない順序数 ξ があって, す
べての η < ξ に対して, すでに集合族 Π0

η � X が定義できているものとしよう. このとき,
⋃
η<ξΠ

0
η � X に

属する集合の可算和で表される集合全体のなす集合族を Σ0
ξ � X とし, そのメンバーの補集合全体のなす集合

族を Π0
ξ � X とする.*1

このようにしてすべてのゼロでない順序数 ξ に対して再帰的に Σ0
ξ と Π0

ξ が定まるが, これらはすべてボレ
ル集合族 B � X の部分族になっていることが, ξ に関する超限帰納法でわかる. よって

⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ ⊆ B で
ある.*2 いっぽう,

⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ � X が開基 Π0
0 � X を含む σ-加法的集合族になることから,

⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ ⊃ B

でもある. したがって
⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ はボレル集合族 B に一致する. 実際には, すべての可算順序数 ξ にわた
る和で十分であり,

B � X =
⋃
ξ<ω1

Σ0
ξ � X =

⋃
ξ<ω1

Π0
ξ � X

となる.
こうして定義された階層 Σ0

ξ , Π0
ξ (ξ < ω1) は,

η < ξ < ω1 のとき Σ0
η ∪Π0

η ⊆ Σ0
ξ ∩Π0

ξ (1)

となるという意味で単調増大である. とはいえ, 離散空間 ω においては Σ0
1 � ω = Π0

1 � ω だからこの階層は
ξ = 1 ですでに増大が止まっているし, その他の可算なポーランド空間においても高々 ξ = 2 で増大を止めて
しまう. いっぽう, 不可算なポーランド空間においては, 式 (1)の ⊆ で等号が成立しない. このことの証明を
この後で与えるが, その前に次の事実を確認しよう.

*1 この定義によれば, 先に述べたとおり Σ0
1 � X は開集合の全体, Π0

1 � X は閉集合の全体となる.
*2 本稿ではすべての順序数のなすクラスを ORD と表記する.
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命題 2.1. ξ をゼロでない可算順序数とする. Σ0
ξ は連続写像による逆像と有限の共通部分と可算和のもとで閉

じている. Π0
ξ は連続写像による逆像と可算共通部分と有限和のもとで閉じている. □

■ 点集合族 ここで定義した Σ0
ξ や Π0

ξ のように, すべてのポーランド空間を横断して一様に同じ仕方で定
義される部分集合族のことを点集合族 (pointclass)という. 具体的な定義を持つ点集合族とそのメンバーたち
が, 記述集合論の主な研究対象になる. 点集合族を一般的にあらわすのに Γ を使う. Γ に属する集合のうち,
特定のポーランド空間 X の部分集合に話を限定したい場合には, Γ � X という記法を用いる.

註. 点集合族を太字のギリシャ大文字で表す理由は, 実効記述集合論において, 対応する細字の点集合族 Σ0
ξ や Π0

ξ 等々
を考える場面を想定しているからだ. とはいえ, この講義では実効記述集合論には立ち入らない. 文献 [3]や [5]を見よ.

定義 2.2. 点集合族 Γ が適切であるとは次のことである:

(1) 開集合全体の族 Σ0
1 を含む.

(2) 有限個のメンバーの和集合と共通部分をとる操作のもとで閉じている.
(3) 有限個の直積のもとで閉じている. すなわち, A ∈ Γ � X かつ B ∈ Γ � Y のとき, A×B ∈ Γ � (X×Y )

である.
(4) 自然数に対する有界量化のもとで閉じている. すなわち, R ⊆ X × ω が Γ に属するとき,

R1 = { (x, n) : (∃m ≤ n)[ (x,m) ∈ R ] }, (2)
R2 = { (x, n) : (∀m ≤ n)[ (x,m) ∈ R ] } (3)

で定まる R1 と R2 も Γ に属する.
(5) 連続写像による逆像をとる操作のもとで閉じている. すなわち, B ∈ Γ � Y であり f : X → Y が連続
写像であるとき, f−1[B] ∈ Γ � X である. □

註. この定義 2.2は文献 [3](p.119)の adequate pointclassの定義にヒントを得ているが, それよりはかなり強い条件に
なっている.

問題 2. 定義 2.2の条件 (3)は, 実を言うと冗長である. 条件 (1)(2)(5)から (3)が導かれることを示せ. □

受講生から, この問題 2では (2)と (5)だけあればよくて (1)は不要であろう, という指摘があった. たしか
にそうであるようだ.

命題 2.3. ゼロでない可算順序数 ξ について Σ0
ξ は適切である. また ξ ≥ 2 のときは Π0

ξ も適切である. □

■ 普遍集合と対角線論法 各ポーランド空間 X に対して, 直積空間 N ×X の部分集合 UX1 を

UX =
{
〈α, x〉 : (∃k)[x ∈ NX

α(k)]
}

(4)

と定義しよう. ただし, NX
n は X の標準的な開基の n 番目のメンバーを意味する.

この UX は次のような性質をもつ:

(i) UX は N ×X の開集合である.
(ii) G ⊆ X が X の開集合なら, ある α ∈ N が存在して

G = {x ∈ X : 〈α, x〉 ∈ UX }

となる. すなわち X の任意の開集合 G は UX のある《切り口》として得られる.
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この UX の補集合 ¬UX は次のような性質をもつ:

(i) ¬UX は N ×X の閉集合である.
(ii) F ⊆ X が X の閉集合なら, ある α ∈ N が存在して

F = {x ∈ X : 〈α, x〉 ∈ ¬UX }

となる. すなわち X の任意の閉集合 F は ¬UX のある《切り口》として得られる.

このような性質をもつ集合を普遍集合という. 一般に定義しよう:

定義 2.4. 点集合族 Γ を考える. 直積部分空間 N ×X の部分集合 U が次の条件 (i)(ii)をみたすならば, U
のことを Γ に関する普遍集合 (universal set)とよぶ.

(i) U は Γ � (N ×X) に属する.
(ii) A が Γ � X に属するなら, ある α ∈ N が存在して

A = {x ∈ X : 〈α, x〉 ∈ U }

となる. すなわち Γ � X の任意のメンバー A は U のある《切り口》として得られる. □

どのポーランド空間も Σ0
1 に関する普遍集合と Π0

1 に関する普遍集合をもつ. すべてのゼロでない可算順序
数 ξ について, すべてのポーランド空間が Σ0

ξ に関する普遍集合と Π0
ξ に関する普遍集合をもつことを証明し

よう.
無理数 α ∈ N と自然数 k ∈ ω に対して, 無理数 (α)k ∈ N を

(α)k(n) = α(2k(2n+ 1)) (n = 0, 1, 2, . . .)

と定義する. この要領で可算無限個の無理数の並び

α0, α1, . . . , αk, . . .

をひとつの無理数でコードできる.
いまポーランド空間 X に Π0

ξ に関する普遍集合 U ′ があったとすれば, U ⊆ N ×X を

U =
{
〈α, x〉 : (∃k)[〈(α)k, x〉 ∈ U ′]

}
と定めることで Σ0

ξ+1 に関する普遍集合 U が得られ, その補集合 ¬U を考えることで Π0
ξ+1 に関する普遍集

合が得られる.
つぎに ξ が可算な極限順序数のときを考える. ξ 未満のゼロでない順序数全体を

ξ0, ξ1, . . . , ξk, . . .

と数えあげる. 帰納法の仮定として X が Π0
ξk
に関する普遍集合 Uk をもつとしよう. すると,

U =
{
〈α, x〉 : (∃k)[〈(α)k, x〉 ∈ Uk]

}
と定めることで Σ0

ξ に関する普遍集合 U が得られ, その補集合 ¬U を考えることで Π0
ξ に関する普遍集合が

得られる.
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以上の考察をまとめると次の補題が得られる.

補題 2.5. どのポーランド空間 X も任意のゼロでない可算順序数 ξ について Σ0
ξ に関する普遍集合と Π0

ξ に
関する普遍集合をもつ. □

次の補題の証明は [3]の 1A.3にある.

補題 2.6. 不可算なポーランド空間 X はカントール空間 C と同相な閉集合を含む. □

サボってないで証明を書こう.

補題 2.7. 不可算なポーランド空間 X はベールの零次元空間 N と同相な Π0
2 集合を含む.

[証明] カントール空間 C の要素を 0と 1の無限列とみて, 1が無限回出現する列の全体を E としよう. する
と E は N と同相な C の Π0

2 部分集合である. いま任意の不可算なポーランド空間は補題 2.6により C と同
相な閉集合 K を含む. C から K への位相同型写像による E の像は X の Π0

2 部分集合で, N と同相であ
る. □

定理 2. 不可算なポーランド空間 X とゼロでない可算順序数 ξ について, Σ0
ξ � X と Π0

ξ � X は補集合をとる
演算のもとで閉じていない.
[証明] まず X = N の場合を考える. N の Σ0

ξ に関する普遍集合 U について G = {α ∈ N : 〈α, α〉 ∈ U }
とする. 写像 α 7→ 〈α, α〉 が連続で, Σ0

ξ が連続写像による逆像をとる操作のもとで閉じていることから, G
は Σ0

ξ に属する. G の補集合 ¬G が Σ0
ξ に属したとすると, 普遍集合の条件により, ある β ∈ N について

¬G = {α : 〈β, α〉 ∈ U} となるはずである. ところがこのとき

β ∈ ¬G ⇐⇒ 〈β, β〉 ∈ U ⇐⇒ β ∈ G ⇐⇒ β /∈ ¬G

となって矛盾する. よって ¬G は Σ0
ξ に属せず, Σ0

ξ � N は補集合をとる演算のもとで閉じていない. 一般の
場合を考えよう. ξ = 1 のときは, 不可算なポーランド空間 X に含まれる孤立点でない 1点集合が開でない閉
集合になっているからよい. 次に ξ = 2 のときは, X の可算な稠密部分集合が Π0

2 でない Σ0
2 集合になって

いる. 以下 ξ ≥ 3 とする. 補題 2.7により, X には N と同相な Π0
2 集合 Y が存在する. Y は X からの相対

位相で Π0
ξ でない Σ0

ξ 部分集合 G をもつ. ξ ≥ 3 であるから G は X において Σ0
ξ である. いっぽう Y 自身

が X において Π0
2 であることから, この G は X において Π0

ξ でありえない. □

さて, X が不可算なポーランド空間であれば, 互いに交わりのない二つの不可算な閉部分集合 X0 と X1 が
存在する. X0 と X1 は X からの相対位相のもとで不可算なポーランド空間である. そこで定理 2により, Σ0

ξ

であって Π0
ξ でない A0 ⊆ X0 と, Π0

ξ であって Σ0
ξ でない A1 ⊆ X1 が存在する. このとき, A0 ∪ A1 は X

において Σ0
ξ でも Π0

ξ でもない. いっぽう A0 も A1 も Σ0
ξ+1 でありかつ Π0

ξ+1 である. したがって A0 ∪A1

は Σ0
ξ+1 ∩Π0

ξ+1 に属する. このことから, 不可算なポーランド空間 X においては

Σ0
ξ ∪Π0

ξ ( Σ0
ξ+1 ∩Π0

ξ+1

である. いま各可算順序数 ξ ≥ 1 について

∆0
ξ := Σ0

ξ ∩Π0
ξ

と定めるなら,
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∆0
1

Σ0
1 Π0

1

∆0
2

Σ0
2 Π0

2

∆0
3

()

)(

()

)(

()
...

...

という具合に, ボレル集合族 B が高さ ω1 の階層に分類されることになる.

3 ボレル同型写像
概要

すべての不可算ポーランド空間がお互いにボレル同型であることを証明する.

不可算なポーランド空間 X を考える.
定理 1で構成した連続な全射 fX : N → X について再考しよう. 定理 1の証明において, 各 x ∈ X に対し

て xα = x となる α ∈ N を与えるには, n ∈ ω に対して,

d(x, xα�(n+1)) < 2−n

となっていればよかった. ここで, {xs : s ∈ Seqω } は定理 1の証明で構成した点の系である.
そこでとくに, x ∈ X に対して

α(n) = min{ i ∈ ω : d(x, x(α�n)∗(i)) < 2−n }

によって一意的に定まる α を iX(x) と書くことにして写像 iX : X → N を定義したとしよう. すると,
s ∈ Seqω かつ lh(s) = n+ 1 のとき

iX(x) � (n+ 1) = s⇔ (∀k ≤ n)
[
d(x, xs�(k+1)) < 2−k ∧ (∀j < s(k))[ d(x, x(s�k)∗(j)) ≥ 2−k ]

]
であるから, i−1

X

[
[s]

]
は X の ∆0

2 部分集合であり, iX は Σ0
2 可測写像になっている.

さて定理 1の証明によれば fX ◦ iX = idX であるから, iX は単射であって, その値域は

α ∈ iX [X] ⇔ iX(fX(α)) = α

であるから N のボレル集合 (特に Π0
2 集合, →問題 3)である. A ⊆ X を任意のボレル集合とするとき,

α ∈ iX [A] ⇔ iX(fX(α)) = α ∧ fX(α) ∈ A

なので, iX [A] は N のボレル集合である. また B ⊆ N を任意のボレル集合とするとき, i−1
X [B] は (ボレル可

測写像による逆像なので) X のボレル集合である.
次に, 補題 2.7によって, X は N と同相な Π0

2 部分集合を含む. jX : N → X をその同相埋め込み写像と
しよう. すると, B ⊆ N を任意のボレル集合とするとき, jX [B] は (同相写像による像なので) X のボレル集
合であり, また, A ⊆ X を任意のボレル集合とするとき, j−1

X [B] は N のボレル集合である.
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このふたつのボレル可測単射
iX : X → N , jX : N → X

を用いて, ベルンシュタイン-シュレーダーの定理 (たとえば文献 [4])の証明の論法で全単射を構成しよう. 詳
しく言えば,

A0 = X, B0 = N ,

An+1 = jX [Bn], Bn+1 = iX [An],

A∗ =
⋂
n∈ω

An, B∗ =
⋂
n∈ω

Bn

と定義する. An, Bn, A∗, B∗ はどれもボレル集合であり,

X = A0 ⊇ A1 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ · · · ,
N = B0 ⊇ B1 ⊇ · · · ⊇ Bn ⊇ · · ·

となっている. また iX � A∗ : A∗ → B∗ は全単射になっている. (→問題 4)
さてこの状況で

A+ =
⋃
k∈ω

(
A2k \A2k+1

)
, B+ =

⋃
k∈ω

(
B2k \B2k+1

)
,

A− =
⋃
k∈ω

(
A2k+1 \A2k+2

)
, B− =

⋃
k∈ω

(
B2k+1 \B2k+2

)
と定義する (図 1). X は A∗, A+, A− という交わりのない三つのボレル集合に分割される. また N は B∗,
B+, B− という交わりのない三つのボレル集合に分割される.
いま, x ∈ X に対して

h(x) =

{
iX(x), (x ∈ A∗ ∪A+),

j−1
X (x), (x ∈ A−)

によって写像 h : X → N を定めると, これは全単射であり, ボレル可測写像であり, しかも任意のボレル集合
A ⊆ X に対して

h[A] = iX [A ∩ (A∗ ∪A+)] ∪ j−1
X [A ∩A−]

であるから, h[A] もボレル集合である. よって逆写像 h−1 : N → X もボレル可測写像であり, h はボレル同
型写像 (Borel isomorphism)ということになる.

A0

A1

A2

A3

A∗

B0

B1

B2

B3

B∗

図 1 ベルンシュタイン-シュレーダーの論法
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定理 3. X を任意の不可算ポーランド空間とするとき, ボレル同型写像 h : X → N が存在する. したがって,
すべての不可算ポーランド空間は互いにボレル同型である.

問題 3. 写像 g : N → N が Σ0
ξ-可測のとき, その不動点全体の集合 {α : g(α) = α } が Π0

ξ 集合であること
を示せ.
[ヒント] g(α) = α⇔ (∀s ∈ Seqω)

[
g(α) /∈ [s] ∨ α ∈ [s]

]
. □

問題 4. 上の議論において, iX � A∗ : A∗ → B∗ が全単射であることを示せ. □

4 解析集合
概要

解析集合の定義を述べ, ボレル集合が解析集合であること, ボレル集合でない解析集合があることを示す.

定義 4.1. (i) R ⊆ X × Y のとき

∃YR = {x ∈ X : (∃y ∈ Y )[(x, y) ∈ R]}

と定め, これを R の X への射影 (projection)という.
(ii) 自然数の有限列全体 Seqω で添字づけされた集合族 S = {Ss : s ∈ Seqω } のことをススリン系 (Suslin

system)という.
(iii) ススリン系 S = {Ss : s ∈ Seqω } に対して, 集合

AS :=
⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Sf�n

を, S の核 (nucleus)という.

定義 4.2. ポーランド空間 X の部分集合のススリン系 E = {Es : s ∈ Seqω } が正則ススリン系 (regular
Syslin system)であるとは, 次の (i)–(iv)が成立することである.

(i) E は s ⊆ t⇒ Es ⊇ Et という意味で単調である.
(ii) 各 s ∈ Seqω について, Es は X の閉部分集合である.
(iii) E∅ = X である.
(iv) s 6= ∅ のとき diam(Es) ≤ 1/lh(s) である. □

問題 5. ポーランド空間 X の正則ススリン系 E = {Fs : s ∈ Seqω } に対して

C =

{
α ∈ N :

⋂
n∈ω

Eα�n 6= ∅

}
と定めるとき, C が N の閉部分集合になることを示せ.
[ヒント] α0, α1, . . . , αi, . . . ∈ C とし, αi → α (i → ∞) と仮定する. 適当な部分列をとることにより,
i ≥ n のとき αi � n = α � n となっていると仮定してよい. 各 i ∈ ω について xi ∈

⋂
n∈ω Eαi�n をとろう.

m > n ≥ 1 のとき, xm, xn ∈ Eαn�n = Eαn
であり, diam(Eα�n) ≤ 1/n なので d(xm, xn) ≤ 1/n である.

よって点列 {xi}i∈ω は距離関数 d にかんするコーシー列であって収束する. x = limi→∞ xi としよう. あと
は各 n ∈ ω で x ∈ Eα�n であることを確かめれば, α ∈ C が導かれる. □

補題 4.3. ポーランド空間 X の空でない部分集合 A について次の (1)–(4)は同値である.
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(1) A は X の閉部分集合からなるススリン系の核である.
(2) A は X 上の正則ススリン系の核である.
(3) A は N の連続像である.
(4) A は X ×N の閉集合の射影である.

[証明] (1) ⇒ (2): π : ω × ω → ω を全単射とし, その逆写像を n 7→ (π0(n), π1(n)) と表すことにする.
F = {Fs : s ∈ Seqω } は X の閉集合からなるススリン系で, A = AF となるものだとする. 各 s ∈ Seqω に
対して, Fs を可算個の閉集合 Fs,i (i ∈ ω) の和集合として,

Fs =
⋃
i∈ω

Fs,i, diam(Fs,i) ≤
1

lh(s) + 1

と表しておく. E∅ = X とし, s ∈ Seqω, s 6= ∅ のときは

Es =
⋂

n<lh(s)

F(π0◦s)�n,π1(s(n))

と定める. これで E = {Es : s ∈ Seqω } が正則ススリン系の条件をみたすことは明らかである. α ∈ N
としよう. E∅ = X であり Eα�(n+1) ⊆ F(π0◦α)�n,π1(α(n)) ⊆ F(π0◦α)�n であることから,

⋂
n∈ω Eα�n ⊆⋂

n∈ω F(π0◦α)�n であり, したがって AE ⊆ AF = A であることがわかる. 逆に x ∈ A = AF だっとする.
x ∈

⋂
n∈ω Fβ�n となる β ∈ N をとる. すると各 n に対してある番号 in ∈ ω が存在して x ∈ Fβ�n,in となっ

ている. そこで,
α(n) = π(β(n), in) (n = 0, 1, 2, · · · )

とすれば, x ∈
⋂
n∈ω Eα�n となり, x ∈ AE となる. よって A = AE である.

(2) ⇒ (3): E = {Es : s ∈ Seqω } を X 上の正則ススリン系で A = AE となるものとする. C ={
α ∈ N :

⋂
n∈ω Eα�n 6= ∅

}
とおく. 問題 5でみたとおり, C は N の閉部分集合であり, また A 6= ∅ なので

C 6= ∅ でもある. そこで, 定理 1により, 連続な全射 h : N → C が存在する. あとは連続写像 g : C → X で
A = g[C] となるものがあればよい. α ∈ C としよう. すると正則ススリン系の条件 (i)から,

E∅ ⊇ Eα�1 ⊇ Eα�2 ⊇ · · ·

であり, かつ正則ススリン系の条件 (iv) から diam(Eα�n) ≤ 1/n である. これらの条件から
⋂
n∈ω Eα�n は

高々 1点からなる集合であるが, α ∈ C より空集合ではないので, ちょうど 1点からなる. その 1点を g(α)

とする. いま α � n = β � n = s かつ n > 0 であれば, g(α), g(β) ∈ Es であり, diam(Es) ≤ 1/n であるから
d(g(α), g(β)) ≤ 1/n となっている. よって g : C → X は連続であり, 像 g[C] は核 AE に一致する.
(3) ⇒ (4): f : N → X が連続写像で A = f [N ] だったとする. R = { (x, α) ∈ X ×N : x = f(α) } とお

けば, R は X ×N の閉部分集合で, A = ∃NR である.
(4) ⇒ (1): R ⊆ X × N が閉集合で, A = ∃NR となっていたとする. 各 s ∈ Seqω に対して Fs =

ClX .∃N
(
R ∩ (X × [s])

)
とおく. これで X の閉部分集合からなるススリン系 F = {Fs : s ∈ Seqω } が得ら

れた. A = AF であることを示そう. まず x ∈ A = ∃NR だったとする. (x, β) ∈ R となるように β ∈ N を
とる. すると各 n ∈ ω で (x, β) ∈ R ∩ (X × [β � n]) であるから x ∈ ∃N (R ∩ (X × [β � n])) ⊆ Fβ�n である.
よって x ∈

⋂
n∈ω Fβ�n ⊆ AF となる. 逆に, x ∈ AF だったとする. x ∈

⋂
n∈ω Fβ�n となるように β ∈ N

をとる. すると各 n ∈ ω で x ∈ Fβ�n = ClX .∃N
(
R∩ (X × [β � n])

)
なので, xn ∈ ∃N

(
R∩ (X × [β � n])

)
を
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d(x, xn) < 1/(n+ 1) となるようにとれる. そこでさらに βn ∈ [β � n] を (xn, βn) ∈ R となるようにとれる.
R が閉集合であり, (xn, βn) → (x, β) (n→ ∞) であるから, (x, β) ∈ R であり, x ∈ ∃NR = A である. □

定義 4.4. (1) ポーランド空間 X の空でない部分集合 A が補題 4.3の同値な条件 (1)–(4)をみたすとき, A を
Σ1

1 集合という. また, 空集合も Σ1
1 集合とみなす. X の Σ1

1 集合の全体を Σ1
1 � X であらわす.

(2) X の Σ1
1 部分集合の補集合全体を Π1

1 � X であらわす. □

こうして点集合族 Σ1
1 と Π1

1 が定義された. 次に点集合族 Σ1
1 と Π1

1 の基本的な性質を調べよう.

補題 4.5. R が直積ポーランド空間 X × Y の Σ1
1 部分集合のとき, X への射影 ∃YR は X の Σ1

1 部分集合
である. いいかえれば, 点集合族 Σ1

1 は射影操作のもとで閉じている.
[証明] このとき X × Y × N の閉部分集合 S が存在して, R = ∃NS である. 定理 1 により, 連続な全射
f : N → Y が存在する. 全単射 π : ω × ω → ω とその逆写像 n 7→ (π0(n), π1(n)) を考える. すると,

x ∈ ∃YR⇔ (∃y ∈ Y )(∃α ∈ N )[(x, y, α) ∈ S] ⇔ (∃β ∈ N )[(x, f(π0 ◦ β), π1 ◦ β) ∈ S]

となる. そこでいま,
S∗ = { (x, β) ∈ X ×N : (x, f(π0 ◦ β), π1 ◦ β) ∈ S }

と S∗ を定義すると, S∗ は X ×N の閉集合であって ∃YR = ∃NS∗ となるから ∃YR は Σ1
1 集合である. □

問題 6. 点集合族 Σ1
1 が, 連続写像による像と逆像をとる操作のもとで閉じていることを示せ. □

補題 4.6. 点集合族 Σ1
1 は, 可算個のメンバーの和集合と共通部分をとる操作のもとで閉じている.

[証明] 各 n ∈ ω について An がポーランド空間 X の Σ1
1 集合であるとする. X ×N の閉部分集合 Fn を,

An = ∃NFn となるようにとろう.
いま R ⊆ X × ω ×N を

R = { (x, n, α) : (x, α) ∈ Fn }

と定義したとする. すると,
⋃
n∈ω An は R の X への射影 ∃ω×NR になっているから, 補題 4.5 により⋃

n∈ω An は Σ1
1 集合である.

次に, S ⊆ X ×N を
S = { (x, α) : (∀n)[(x, (α)n) ∈ Fn] }

によって定義すれば S は閉集合で, ∃NS =
⋂
n∈ω An となる. よってふたたび補題 4.5 により

⋂
n∈ω An は

Σ1
1 集合である. □

補題 4.7. ポーランド空間 X のボレル集合はすべて Σ1
1 集合である.

[証明] Σ1
1 � X は定義より明らかに閉集合の全体 Π0

1 � X を含み, 可算個のメンバーの和集合と共通部分をと
る操作のもとで閉じている. このことからすべてのボレル集合は Σ1

1 であることがわかる. □

このことからすべてのボレル集合はまた Π1
1 であることがわかる. そこで, いま各ポーランド空間 X につ

いて
∆1

1 � X = Σ1
1 � X ∩Π1

1 � X

によって点集合族 ∆1
1 を定めれば, B ⊆ ∆1

1 となっている. 実はここで等号が成立するのだが, その証明は次
節で行うことにする.

問題 7. Σ1
1 が自然数に関する有界量化 (→定義 2.2(4))のもとで閉じていることを示せ.
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[ヒント]

(∀m ≤ n)(∃α)
[
(x,m, α) ∈ R

]
⇔ (∃α)(∀m ≤ n)

[
(x,m, (α)m) ∈ R

]
,

(∃m ≤ n)(∃α)
[
(x,m, α) ∈ R

]
⇔ (∃α)(∃m ≤ n)

[
(x,m, α) ∈ R

]
. □

補題 4.8. どのポーランド空間 X も Σ1
1 に関する普遍集合をもつ.

[証明] U0 ⊆ N ×X ×N を Π0
1 � (X ×N ) に対する普遍集合とし,

U =
{
(α, x) ∈ N ×X : (∃β)[ (α, x, β) ∈ U0]

}
とすれば, これが Σ1

1 � X に対する普遍集合となる. □

この補題と, 定理 2と同様の対角線論法によって, Σ1
1 が補集合をとる操作のもとで閉じていないことがわか

る. このことから, Σ1
1 がボレル集合全体 B を真に含む点集合族であることがわかる.

補題 4.9. 不可算なポーランド空間には, ボレル集合でない Σ1
1 部分集合が存在する. また, Σ1

1 でない Π1
1 部

分集合が存在する. □

以上をまとめると,

定理 4. Σ1
1 と Π1

1 はいずれも適切な点集合族であり, いずれも可算個のメンバーの和集合と共通部分をとる
操作のもとで閉じている. □

定義 4.10. 直積ポーランド空間 X × Y の部分集合 R の X への双対射影 (co-projection)とは,

∀YR =
{
x ∈ X : (∀y ∈ Y )[ (x, y) ∈ R ]

}
で定まる X の部分集合 ∀YR のことである. □

補題 4.11. 点集合族 Π1
1 は任意のポーランド空間 Y について双対射影 ∀Y のもとで閉じている. いっぽう

Σ1
1 は ∀N のもとで閉じていない. また Π1

1 は X ×N から X への射影 ∃N のもとで閉じていない. □

補題 4.12. 点集合族 Σ1
1 と Π1

1 はいずれもボレル可測写像による逆像をとる操作のもとで閉じている.
[証明] X と Y をポーランド空間とし, f : X → Y をボレル可測写像とする. B ∈ Σ1

1 � Y とし, 閉集合
R ⊆ Y ×N を y ∈ B ⇔ (∃α)[ (y, α) ∈ R ] となるようにとる. すると,

x ∈ f−1[B] ⇔ (∃y)(∃α)
[
(y, α) ∈ R ∧ y = f(x)

]
であり, ここで

y = f(x) ⇔ (∀n)[ f(x) ∈ NY
n ⇒ y ∈ NY

n ]

である. このことから f のグラフ
Gf = { (x, y) : y = f(x) }

は X × Y のボレル集合であり, f−1[B] が X × Y × N のボレル集合の X への射影になることがわかる.
よって f−1[B] は Σ1

1 である. 補集合の逆像は逆像の補集合であるから, Π1
1 集合の f による逆像は Π1

1 であ
る. □

註. ここでは一般論に終始したが, 具体的な Π1
1 集合のいろいろな例が文献 [1]にある. たとえば, 一様収束位相のもとで

の連続関数の空間 C[0, 1] において, 至る所微分不可能な連続関数の全体は, Π1
1 であって Σ1

1 でない. [0, 1] の閉部分空間
全体がハウスドルフ距離位相のもとでなすコンパクト距離空間において, 可算な閉集合の全体は Π1

1 であって Σ1
1 でない.
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5 木と補解析集合
概要

木と可算順序数の関係を考察し, 補解析集合が ℵ1 個のボレル集合の和に自然に分かれることを証明する.
さらに, ボレル集合族の特徴づけに関するススリンの定理を証明する.

定義 5.1. Z を空でない集合とする. SeqZ の部分集合 T が始切片をとる操作のもとで閉じているとき, T を
Z 上の木 (tree)という:

(∀s ∈ T )(∀n < lh(s))[ s � n ∈ T ].

木 T に属する個々の有限列 s ∈ T のことを木 T の節 (node)と呼ぶ. □

∅

(0) (1)

(00) (01) (10) (11)

(010) (100) (101)

図 2 木のイメージ

直積集合 Z × W の要素の有限列を, 二つの同じ長さの有限列の対に読み替える. たとえば対の列(
(a0, b0), (a1, b1), (a2, b2)

)
を列の対

(
(a0, a1, a2), (b0, b1, b2)

)
と同一視する. これによって, Z ×W 上の木を

SeqZ × SeqW の部分集合とみなす.

定義 5.2. 集合 Z 上の木 T に対して, その無限経路 (infinite path)の全体

[T ] = { f ∈ ωZ : (∀n)[ f � n ∈ T ] }

と定義し, これを T の幹 (body)と呼ぶ. □

いまポーランド空間 X にボレル集合からなるススリン系 B = {Bs : s ∈ Seqω } が与えられたとする. X
の各点 x ∈ X に対して,

T (x) := { s ∈ Seqω : (∀n ≤ lh(s))[x ∈ Bs�n] } (5)

と定めよう. すると T (x) は ω 上の木になっていて, ススリン系 B と T (x) との間に

AB =
{
x ∈ X : [T (x)] 6= ∅

}
の関係が成立する. この対応について調べるために ω 上の木全体の集合に位相を与えることにする.

定義 5.3. ω 上の木全体のなす集合を TR と書く. □

自然数の有限列全体の集合 Seqω は可算無限集合であるから, その冪集合 P(Seqω) にはカントール空間 C
と同相なコンパクト距離空間の位相が入る. この位相のもとで, ω 上の木の全体 TR は P(Seqω) の閉部分集
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合になっている. そこで TR をひとつのコンパクトなポーランド空間とみなす. 各有限列 s ∈ Seqω に対する
ふたつの集合

(s)+ = {T ∈ TR : s ∈ T } と (s)− = {T ∈ TR : s /∈ T }

を考えると, これらは空間 TR の開かつ閉集合であり, TR の位相はその全体 { (s)+, (s)− : s ∈ Seqω } で生
成される.

補題 5.4. ポーランド空間 X にボレル集合からなるススリン系 B = {Bs : s ∈ Seqω} が与えられていると
するとき, x ∈ X に対して式 (5)で定められる対応 T (-) : X → TR はボレル可測写像である. □
[証明] TR の位相を生成する開かつ閉集合 (s)+ と (s)− について,

T (x) ∈ (s)+ ⇔ s ∈ T (x) ⇔ x ∈
⋂

n≤lh(s)

Bs�n,

T (x) ∈ (s)− ⇔ T (x) /∈ (s)+ ⇔ x /∈
⋂

n≤lh(s)

Bs�n

であるから. □

定義 5.5. 集合 Z 上の木 T の幹が空 [T ] = ∅ であるとき, T を整礎 (wellfounded)な木という. ω 上の整礎
な木全体の集合を WF と書く. □

補題 5.6. WF は TR の Π1
1 部分集合である.

[証明] TR \WF =
⋃
α∈N

⋂
n∈ω(α � n)+. □

ここまでの話をまとめると次の定理が得られる.

定理 5. ポーランド空間 X の任意の Π1
1 集合 A に対して, ボレル可測写像 f : X → TR が存在して,

A = f−1[WF] となる. またこの f−1[WF] の形の集合は Π1
1 集合である. □

補題 4.12により, 点集合族 Σ1
1 と Π1

1 は, いずれもボレル可測写像による逆像をとる操作のもとで閉じてい
る. したがって WF がもしも Σ1

1 であれば, 定理 5によりすべての Π1
1 集合がまた Σ1

1 集合でもあることに
なる. ところが, 補題 4.9によれば, 不可算なポーランド空間においては Σ1

1 でない Π1
1 集合が存在する. この

ことから特に,

命題 5.7. WF は Σ1
1 でない Π1

1 集合である. □

■ Π1
1 � N の場合 A ⊆ N が Π1

1 だったとする. 閉集合 R ⊆ N ×N を N \A = ∃NR となるようにとる.
そして

T =
{
(s, t) ∈ Seqω × Seqω : lh(s) = lh(t) ∧R ∩ ([s]× [t]) 6= ∅

}
とする. このとき T は ω × ω 上の木となる.

問題 8. R と T を上記のものとする. α, β ∈ N に対して

(α, β) ∈ R⇔ (∀n)
[
(α � n, β � n) ∈ T

]
であることを示せ. □

ここでいま α ∈ N に対して

T (α) =
{
t ∈ Seqω : (α � lh(t), t) ∈ T

}
15



とすると,

α ∈ N \A⇔ (∃β)(∀n)[(α � n, β � n) ∈ T ] ⇔ (∃β)(∀n)[β � n ∈ T (α)] ⇔ [T (α)] 6= ∅

であるから, A = {α : T (α) ∈ WF } である. さらに, s ∈ T (α) かどうかは, α � lh(s) で決まるので, 対応
α 7→ T (α) は N から TR への連続写像になっている. まとめると,

補題 5.8. A ⊆ N が Π1
1 � N に属するとき, A = f−1[WF] となる連続写像 f : N → TR が存在する. □

あとの議論のために, 定理 5をこのように部分的に強化しておく必要があるのだ. (→補題 6.14)

■ 整礎木のランク関数 集合 Z 上の整礎な木 T があったとする. SeqZ の部分集合 S について, S ∩ T 6= ∅
ならば,

s ∈ S ∩ T かつ (∀t ) s)[t /∈ S ∩ T ]

をみたす s (T における S の極小元)が存在する. というのも, そうでないとすると, S ∩ T の要素が

s0 ( s1 ( · · · ( sn ( · · ·

と無限に延長できることになるが, これらの sn の共通の拡大
⋃
n∈ω sn は幹 [T ] に属することになり, T の整

礎性と矛盾する. この “極小原理”を用いると, 次の帰納法原理が得られる.

命題 5.9. (整礎木における帰納法原理) 整礎な木 T の要素に関する述語 P (s) が, 条件

(∀s ∈ T )
[
(∀t ∈ T )[t ) s⇒ P (t)] ⇒ P (s)

]
(☆)

をみたせば,
(∀s ∈ T )P (s)

が成立する. □

言いかえれば, 整礎な木 T において (∀s ∈ T )P (s) を示す場合には, 各 s ∈ T について

(∀t ∈ T )[ t ) s⇒ P (t) ]

を仮定して P (s) を示せばよい. この論法を bar-inductionという.

定義 5.10. 木 T の要素のことを T の節という. 有限列 s の後に一つだけ要素を付け加えて延長した列 s ∗ (z)
のことを s の後続者または子という. 木 T の節 s の後続者で T に属するものの全体を sucT (s) と書く.
s ∈ T であるが s の後続者がどれも T に属しないとき, s は T の終端節だという. T の終端節全体の集合を
tn(T ) と書く. □

定義 5.11. 集合 Z 上の木 T と有限列 s ∈ SeqZ に対して

T/s = { t ∈ SeqZ : s ∗ t ∈ T }

と定める. □

命題 5.12. (bar-recursionの原理) Y と Z を集合, T を集合 Z 上の整礎的な木とする. D = { 〈s, f〉 : s ∈
T ∧ f : sucT (s) → Y } とし, D から Y への写像 G が与えられたとする. このとき, 写像 F : T → Y で,

(∀s ∈ T )[F (s) = G(s, F � sucT (s)) ]

をみたすものが, 一意的に存在する.
[証明] P (s) を, 次の条件をみたすような関数 h が存在するという主張とする.
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(1) h : dom(h) → Y ,
(2) dom(h) ⊆ T ,
(3) t ∈ dom(h) のとき sucT (t) ⊆ dom(h),
(4) s ∈ dom(h), そして
(5) (∀t ∈ dom(h))[h(t) = G(t, h � sucT (t)) ].

このとき, bar-inductionによって, すべての s ∈ T が P (s) をみたすことが示される. また, そのような h を
どのようにとっても h(s) の値が h の取り方によらず定まることも, bar-inductionによって示すことができ
る. そこで, そのような値 h(s) を F (s) と定めればよい. □

命題 5.12によれば, 整礎な木 T 上には

|s|T = sup{ |t|T + 1 : t ∈ sucT (s) } (6)

をみたす順序数値の関数 |-|T が一意的に存在する. これは命題 5.12において Y を十分大きな順序数とし,

G(s, f) = sup{ f(t) : t ∈ dom(f) }

と定義すればよい.

定義 5.13. 空でない整礎な木 T 上に一意的に存在する, 式 (6)をみたす順序数値関数 |-|T のことを T 上のラ
ンク関数とよぶ. さらに, |∅|T を T のランクといい, ‖T‖ と書く. □

便宜上, 空な木のランク ‖∅‖ は −1 と約束する. 整礎な木のランクはこのあと Π1
1 の構造を解明するときの

強力なツールとなる.

補題 5.14. 整礎な木 T の任意の節 s ∈ T について |s|T = ‖T/s‖. □

補題 5.15. 空でない木 T が整礎で, ξ が ξ ≤ ‖T‖ をみたす順序数のとき, ある節 t ∈ T について ξ = |t|T と
なる.
[証明] ξ = ‖T‖ のときは t = ∅ とすればいいので, 以下 ξ < ‖T‖ と仮定する. |s|T > ξ をみたす節 s 全体の
集合を S としよう. ∅ ∈ S なので S は空ではない. T は整礎なので命題 5.12により S の極小な要素 s がと
れる. もしもすべての t ∈ sucT (s) について |t|T < ξ だったら |s|T = sup(|t|+ 1) ≤ ξ となって s ∈ S と矛
盾する. そこである t ∈ sucT (s) について |t|T ≥ ξ だが, s の極小性により t /∈ S なので |t|T ≤ ξ でもあり,
|t|T = ξ が成立する. □

木 T の順序数値関数 ψ : T → ORD が条件

s, t ∈ T, t ) s⇒ ψ(t) < ψ(s) (7)

をみたすとき, これを T 上の順序保存関数ということにする. T 上の順序保存な順序数値関数が存在するなら
ば, T は整礎である. また逆に T が整礎であれば, T 上のランク関数 |-|T が存在し, これは順序保存な順序数
値関数である.

補題 5.16. ψ : T → ORD を整礎な木 T から順序数への順序数値関数とする. このとき, 各 s ∈ T について
|s|T ≤ ψ(s) が成立する. いいかえれば, ランク関数は T 上の順序保存な順序数値関数のうちで最小である.
[証明] T 上の bar-induction. □
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■ WF の分解 T を ω 上の整礎な木とするとき, 補題 5.15により, そのランク ‖T‖ は可算順序数である. そ
こで, 各可算順序数 ξ < ω1 に対して,

WFξ = {T ∈ WF : ‖T‖ < ξ } (8)

と WFξ を定義しよう. すると, WFξ は ξ とともに単調に増大し:

ξ < η ⇒ WFξ ⊆ WFη

かつ WF =
⋃
ξ<ω1

WFξ となる. ここで重要なのは次の事実だ.

補題 5.17. 可算順序数 ξ に対して WFξ はボレル集合である.
[証明] ξ に関する超限帰納法で示す. WF0 = {∅} であり, これは閉集合 (Π0

1)である. また

WFξ+1 = {T ∈ TR : (∀s ∈ Seqω)[ (s ∈ T ∧ s 6= ∅) ⇒ T/s ∈ WFξ ] }

である. いま各 s ∈ Seqω ごとに T 7→ T/s は TR 上の連続写像であるから, WFξ が Π0
θ に属するならば

WFξ+1 も Π0
θ に属する. 次に ξ が極限順序数のとき, WFξ =

⋃
η<ξWFη であるから, すべての η < ξ につい

て WFη が
⋃
ζ<θΠ

0
ζ に属したとすれば WFξ は Σ0

θ に属する. したがって可算順序数 ξ が ωζ < ξ < ω(ζ+1)

をみたすとき WFξ は Π0
2(1+ζ)+1 に属し, ξ = ωζ のとき WFξ は Σ0

2(1+ζ) に属する. □

定理 6. ポーランド空間 X の Π1
1 部分集合は ℵ1 個のボレル集合の和集合になる.

[証明] A をポーランド空間 X の Π1
1 部分集合とする. 定理 5により, ボレル可測写像 f : X → TR が存在

して A = f−1[WF] となる. ここで Aξ = f−1[WFξ] とすると補題 5.17により各可算順序数 ξ に対して Aξ

はボレル集合となり, A =
⋃
ξ<ω1

Aξ となる. □

連続体仮説 2ℵ0 = ℵ1 が成立しているとすれば, どのポーランド空間も ℵ1 個の点の集まりなので, 定理 6の
主張もトリヴィアルになってしまう. しかし, 連続体仮説の真偽にかかわらず, ボレル集合への分解が実効的
(effective)に与えられるところにこの定理の要点がある.
なお, 定理 6の逆は成立しない. 実際, Σ1

1 集合も ℵ1 個のボレル集合の和集合に実効的に分解できることが
知られている.

■ 木のランクの比較 自然数の有限列全体の集合 Seqω の部分集合から Seqω への写像, すなわち Seqω か
ら Seqω への部分関数の全体を PF と書こう. 直積の羃集合 P(Seqω × Seqω) を P(ω) の場合と同様にカン
トール空間 C と同一視すれば, PF はその閉部分集合であるから, コンパクトなポーランド空間になる. 有限列
s ∈ Seqω と部分関数 ϕ ∈ PF の関係 s ∈ dom(ϕ) は Seqω × PF の開部分集合を定める. ただし Seqω には離
散位相を入れて考える. そこで ω 上の木 T と部分関数 ϕ との関係 T ⊆ dom(ϕ) は TR × PF において Π0

2

であり, また, T ⊆ dom(ϕ) ∧ ϕ[T ] ⊆ T ′ は TR× TR× PF において Π0
2 である. あまり厳密でない記法には

なるが, ϕ ∈ PF かつ T ⊆ dom(ϕ) かつ ϕ[T ] ⊆ T ′ というこの関係を, ここでは

ϕ : T → T ′

と書くことにしよう.
さて ϕ : T → T ′ であるような部分関数 ϕ が T から T ′ への順序保存写像であるとは, 条件

(∀s, t ∈ T )[ s ( t⇒ ϕ(s) ( ϕ(t) ]
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が成立していることをいい, 記号で
ϕ : T

o.p.−−→ T ′

と書く. 順序保存写像が単射であることは要求しない. この関係 ϕ : T
o.p.−−→ T ′ も TR × TR × PF において

Π0
2 であるから, TR 上の二項関係としての

T ≤Σ T
′ def⇔ (∃ϕ ∈ PF)[ϕ : T

o.p.−−→ T ′ ]

は TR× TR において Σ1
1 であり,

T ≤Π T ′ def⇔ (∀ϕ ∈ PF)(∀s ∈ T )[ s 6= ∅ ⇒ ¬(ϕ : T ′ o.p.−−→ T/s) ]

は TR× TR において Π1
1 である. これらの二項関係について次の補題が成立する.

補題 5.18. ω 上の木 T と T ′ について

T ′ ∈ WF ⇒
[
(T ∈ WF ∧ ‖T‖ ≤ ‖T ′‖) ⇔ T ≤Σ T

′ ⇔ T ≤Π T ′ ] (9)

が成立する.
[証明] 那覇のときのレジュメの証明は不十分だったのでかなり増補した.
T ′ ∈ WF だったとする.
(i) ϕ : T o.p.−−→ T ′ を任意の順序保存写像とする. このとき, T に無限経路があればそれは ϕ によって T ′ の

無限経路にうつされることになって T ′ が整礎であることに矛盾する. したがって T も整礎である. 整礎な木
T における bar-inductionによって,

(∀s ∈ T )
[
|s|T ≤ |ϕ(s)|T ′

]
が示される. とくに

‖T‖ = |∅|T ≤ |ϕ(∅)|T ′ ≤ |∅|T ′ = ‖T ′‖

である.
(ii) T と T ′ がともに整礎で, ‖T‖ ≤ ‖T ′‖ であったとする. このとき s ∈ T の長さ lh(s) に関する帰納

法によって順序保存写像 ϕ : T
o.p.−−→ T ′ を次のように定義できる. まず ϕ(∅) = ∅ とする. s ∈ T について

ϕ(s) ∈ T ′ がすでに定義されていて |s|T ≤ |ϕ(s)|T ′ が成立していたとすると,

sup{ |t|T + 1 : t ∈ sucT (s) } = |s|T
≤ |ϕ(s)|T ′ = sup{ |t′|T ′ + 1 : t′ ∈ sucT ′(ϕ(s)) }

であるから, どの t ∈ sucT (s) に対してもある t′ ∈ sucT ′(ϕ(s)) が存在して |t|T ≤ |t′|T ′ をみたすことになる.
そのような t′ のひとつを ϕ(t) と定める. これを繰り返してゆけばよい. したがって T ≤Σ T

′ が成り立つ.
(iii) T と T ′ が整礎で ϕ : T ′ o.p.−−→ T/s とすると, ‖T ′‖ ≤ ‖T/s‖ < ‖T‖ である. 対偶をとれば ‖T‖ ≤ ‖T ′‖

のとき (∀ϕ ∈ PF)¬[ϕ : T ′ o.p.−−→ T/s] となり, T ≤Π T ′ となる.
(iv) T ≤Π T ′ だったとしよう. 仮に T /∈ WF だったら, ある s ∈ T について T/s /∈ WF であり, T/s のパ

ス α が存在する. 各 s′ ∈ T ′ に対して ϕ(s′) = α � lh(s′) とすれば ϕ : T ′ o.p.−−→ T/s となるので, T ≤Π T ′ に
矛盾する. よって T ≤Π T ′ なら T ∈ WF であり, すべての s ∈ T について ¬[T ′ ≤Σ T/s] なので (ii)より
‖T/s‖ < ‖T ′‖ である. このことから ‖T‖ ≤ ‖T ′‖ がいえる. □
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この補題の重要な帰結として

補題 5.19. (有界性補題) A ⊆ WF かつ A が TR において Σ1
1 であるとする. このとき, sup{ ‖T‖ : T ∈ A }

は可算順序数である. したがってある可算順序数 ξ について A ⊆ WFξ となる.
[証明] 結論を否定すると sup{‖T‖ : T ∈ A} = ω1 である. そこで補題 5.18により

T ∈ WF ⇔ (∃T ′)[T ′ ∈ A ∧ T ≤Σ T
′ ]

となる. これにより WF が Σ1
1 であることになって, 命題 5.7に矛盾する. □

■ ルージンの分離定理とススリンの定理 有界性補題から次のルージンの分離定理がただちに導かれる.

A1 A2

B

図 3 ルージンの分離定理

定理 7. (ルージンの分離定理) ポーランンド空間 X の Σ1
1 部分集合 A1 と A2 について, A1 ∩A2 = ∅ であっ

たとすると, ボレル集合 B が存在して A1 ⊆ B かつ B ∩A2 = ∅ をみたす. (→図 3)
[証明] A2 に定理 5を適用すると, ボレル可測写像 T (-) : X → TR を x ∈ A2 ⇐⇒ T (x) /∈ WF となるよう
にとれる. いま A1 ∩ A2 = ∅ なので x ∈ A1 のとき T (x) ∈ WF であって, {T (x) : x ∈ A1 } ⊆ WF である.
{T (x) : x ∈ A1 } は Σ1

1 であるから有界性補題により可算順序数 ξ が存在して {T (x) : x ∈ A1 } ⊆ WFξ

となる. そこでいま B = {x ∈ X : T (x) ∈ WFξ } とおけば, B は X のボレル部分集合で, A1 ⊆ B かつ
B ∩A2 = ∅ となる. □

いまポーランド空間 X の部分集合 A が Σ1
1 でありかつ Π1

1 でもあったとする. このとき補集合 X \ A も
Σ1

1 で, もちろん A ∩ (X \ A) = ∅ であるから, ルージンの分離定理により A ⊆ B かつ B ∩ (X \ A) = ∅ を
みたすボレル集合 B が存在するが, このとき B = A であるから, A はボレル集合である. このことから次の
定理が得られる.

定理 8. (ススリンの定理) ポーランド空間 X の部分集合 A がボレル集合であるためには A が Σ1
1 でありか

つ Π1
1 でもあることが必要十分である. □

ボレル集合族の階層において ∆0
ξ を定義したのと同様に, Σ1

1 かつ Π1
1 である集合のことを ∆1

1 集合とい
う. ススリンの定理によれば, ∆1

1 であることはボレル集合であることと同義である:

∆1
1 � X = B � X

6 ノルムとスケール
概要
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点集合族の構造を調べる際の強力なツールとなるノルムとスケールの概念を導入する. 補解析集合のクラ
ス Π1

1 がスケールつき点集合族であることを証明する. これまでのバージョンでは,「さらに, さまざまな帰
結を紹介する」と書いていたが, そういう余裕はなかった.

ここまで, ω 上の整礎な木の全体 WF における, 木のランク ‖T‖ を用いて Π1
1 集合と Σ1

1 集合の構造を解
析してきた. 記述集合論において, 木のランクと同様な順序数値関数が集合の構造の解析に役立つシーンは多
くある. 一般的に定義しよう.
ポーランド空間 X の部分集合 A を定義域とする順序数値関数

ϕ : A→ ORD

のことを A 上のノルム (norm)という. どんな点集合もいろいろな順序数値関数を持ちうるので, これだけで
は一般的すぎて何の役にも立たない. そこで, ϕ が A 上に誘導する前整列順序づけ (prewellordering)に注目
する. X 上の二項関係 ≤∗

ϕ と <∗
ϕ を

x ≤∗
ϕ y ⇔ x ∈ A ∧ [ y /∈ A ∨ (y ∈ A ∧ ϕ(x) ≤ ϕ(y)) ], (10)

x <∗
ϕ y ⇔ x ∈ A ∧ [ y /∈ A ∨ (y ∈ A ∧ ϕ(x) < ϕ(y)) ], (11)

と定めよう. これらの二項関係の定義可能性に注目する.

定義 6.1. ポーランド空間 X の部分集合 A 上のノルム ϕ から誘導される二項関係 ≤∗
ϕ と <∗

ϕ が点集合族 Γ

に属するとき, ノルム ϕ のことを Γ-ノルムと呼ぶ. □

註. 文献 [3]における Γ-ノルムの定義は少し違っていて, WF 上の二項関係 ≤Π と ≤Σ のような二項関係の存在を要請
している. すなわち, A 上に二項関係 ≤ϕ

Γ∈ Γ � (X ×X) と ≤ϕ

Γ̆
∈ Γ̆ � (X ×X) が存在して, Γ̆ については定義 6.9を

見よ.
y ∈ A ⇒ (∀x)

[
(x ∈ A ∧ ϕ(x) ≤ ϕ(y)) ⇔ x ≤ϕ

Γ y ⇔ x ≤ϕ

Γ̆
y
]

となるときに ϕ を A 上の Γ-ノルムと呼ぶことにしている. 文献 [2]ではまた少し違った定式化をしている. しかしこれ
らは結局同じことになるので, ここでは ≤∗

ϕ と <∗
ϕ を用いた定義を採用する.

命題 6.2. 点集合族 Γ は適切であるとする. 点集合 A 上に Γ-ノルム ϕ が存在するならば, A は Γ に属する.
[証明] x ∈ A⇔ x ≤∗

ϕ x である. □

命題 6.3. ポーランド空間 X の Π1
1 部分集合上には Π1

1-ノルムが存在する.
[証明] A ⊆ X が Π1

1 だったとすると, ボレル可測写像 T (-) : X → TR が存在して

x ∈ A⇔ T (x) ∈ WF

となるのだった. そこで x ∈ A のとき ϕ(x) = ‖T (x)‖ と定義しよう. すると,

x ≤∗
ϕ y ⇔ x ∈ A ∧ T (x) ≤Π T (y),

x <∗
ϕ y ⇔ x ∈ A ∧ ¬[T (y) ≤Σ T (x)]

となり, これらは Π1
1 である.

講義では, このあとの削減特性とか分離特性とかの話は割愛して
いきなり定義 6.13へ飛ぶことにする

〜◇〜◇〜◇〜
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定義 6.4. 点集合族 Γ に属するすべての点集合上に Γ-ノルムが存在するとき, Γ は前整列順序特性
(prewellordering property)をもつといい, このことを pwo(Γ) と書く. □

この定義により命題 6.3の主張は pwo(Π1
1) と書けることになる. ボレル階層の点集合族の中にも前整列順

序特性をもつものがある.

命題 6.5. 2 ≤ ξ < ω1 のとき, pwo(Σ0
ξ) である.

[証明] いま ξ ≥ 2 なので Σ0
ξ に属する集合 A は

⋃
η<ξΠ

0
η に属する集合の列 {An}n∈ω の和集合になって

いる: A =
⋃
n∈ω An. ここで A0 ⊆ A1 ⊆ · · · と増大列になっていると仮定してさしつかえない. x ∈ A に対

して
ϕ(x) = min{n ∈ ω : x ∈ An }

と定義すれば,

x ≤∗
ϕ y ⇔ (∃n)

[
x ∈ An ∧ (∀k < n)[ y /∈ Ak ]

]
,

x <∗
ϕ y ⇔ (∃n)

[
x ∈ An ∧ y /∈ An

]
となり, これらの二項関係はいずれも Σ0

ξ に属する. □

定義 6.6. 点集合族 Γ が削減特性 (reduction property)をもつとは次のことである: ポーランド空間 X の部
分集合 A と B が Γ に属するとき, 同じく Γ に属する A′ と B′ を,

A′ ⊆ A, B′ ⊆ B, A′ ∩B′ = ∅, A′ ∪B′ = A ∪B

となるようにとれる. (→図 4) □

A

B

A′

B′

図 4 削減特性

命題 6.7. 点集合族 Γ は適切であるとする. もしもさらに pwo(Γ) であるならば, Γ は削減特性をもつ.
[証明] ポーランド空間 X の Γ に属する部分集合 A と B が与えられたとする. X × ω の部分集合 C を

C = (A× {0}) ∪ (B × {1})

と定める. Γ が適切なので, C も Γ に属する. そこで C 上の Γ-ノルム ϕ : C → ORD が存在する. そこで,

A′ = {x ∈ X : x ∈ A ∧ (x, 0) ≤∗
ϕ (x, 1) },

B′ = {x ∈ X : x ∈ B ∧ (x, 1) <∗
ϕ (x, 0) }

と定めれば要件をみたす. □

点集合族 Γ が削減特性をもつ, という主張を red(Γ) と書くことにすると, 命題 6.7から,
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命題 6.8. red(Π1
1). また 2 ≤ ξ < ω1 のとき red(Σ0

ξ). □

定義 6.9. 点集合族 Γ に対し, Γ に属する集合の補集合全体のなす族を Γ̆ と表記する:

Γ̆ � X =
{
X \A : A ∈ Γ � X

}
.

点集合族 Γ̆ を Γ の双対 (dual)という. □

たとえば Π1
1 は Σ1

1 の双対であり, Π0
ξ は Σ0

ξ の双対である. Γ が適切で Π0
1 を含むならば, その双対 Γ̆ も

適切である.

定義 6.10. 点集合族 Γ が分離特性 (separation property)をもつとは次のことである: ポーランド空間 X の
Γ に属する部分集合 A と B が互いに交わらない (A ∩B = ∅) ならば, 集合 C ⊆ X を

A ⊆ C, B ∩ C = ∅, C ∈ Γ ∩ Γ̆

となるようにとれる. 点集合族 Γ が分離特性をもつという主張を sep(Γ) と書く. □

命題 6.11. 点集合族 Γ が削減特性をもてば, 双対 Γ̆ は分離特性をもつ.
[証明] 互いに交わらない A と B を Γ̆ からとったとする. このとき (X \ A) ∪ (X \ B) = X である. また,
補集合 X \A と X \B は Γ に属する. そこで仮定 red(Γ) により, Γ に属する A′ と B′ を

A′ ⊆ X \A, B′ ⊆ X \B, A′ ∩B′ = ∅, A′ ∪B′ = X

となるようにとれる. このとき A′ と B′ は違いの補集合であり, A′, B′ ∈ Γ∩ Γ̆ となる. そこで C = B′ とす
れば

A ⊆ C, B ∩ C = ∅, C ∈ Γ ∩ Γ̆

となって要件をみたす. □

命題 6.12. sep(Σ1
1). また 2 ≤ ξ < ω1 のとき sep(Π0

ξ). □

〜◇〜◇〜◇〜

定義 6.13. (i) ポーランド空間 X の部分集合 A 上のノルムの列 ϕ = {ϕn}n∈ω が次の条件をみたすとき, ϕ
を A 上のスケール (scale) とよぶ: A の点の列 x0, x1, . . . , xi, . . . が x の点 x に収束し, かつ, 各 n ∈ ω ご
とに, 順序数の列 ϕn(x0), ϕn(x1), . . . , ϕn(xi), . . . が十分大きいすべての i について一定値 λn をとるとき,
x ∈ A であり, かつすべての n で ϕn(x) ≤ λn である.

(ii) スケール ϕ を構成するすべてのノルム ϕn が定義 6.1の意味で Γ-ノルムであるとき, ϕ を Γ-スケール
と呼ぶ. □

註. 文献 [3]等における Γ-スケールの定義はもう少し条件が強く, 関係 x ≤∗
ϕn

y と x <∗
ϕn

y とが, n と x と y の三項
関係として Γ に属することを要求する. これは実効記述集合論で必要になる条件である. ここでは多少大雑把な現在の定
義 6.13(ii)で大丈夫だ.

補題 6.14. N の Π1
1 部分集合の上には Π1

1-スケールが存在する.
[証明] A を N の Π1

1 部分集合とするとき, 連続写像 T (-) : N → TR が存在して,

α ∈ A⇔ T (α) ∈ WF
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となるのだった (→補題 5.8). そこでひとまず Seqω に添字づけされた順序数値関数の族 ψ = {ψs}s∈Seqω を,
α ∈ A に対して

ψs(α) =

{
‖T (α)/s‖, (s ∈ T (α) のとき)

0, (s /∈ T (α) のとき)

と定義しよう. 各 s ∈ Seqω ごとに, 写像 α 7→ T (α)/s は連続写像であり,

α ≤∗
ψs
β ⇔ α ∈ A ∧

[
T (α)/s ≤Π T (β)/s

]
,

α <∗
ψs
β ⇔ α ∈ A ∧ ¬

[
T (β)/s ≤Σ T (α)/s

]
,

となるので, ψs は A 上の Π1
1-ノルムである.

点列
α0, α1, . . . , αi, . . . ∈ A

が与えられていて, limi→∞ αi = α と収束し, しかもすべての s ∈ Seqω について, 順序数の列

ψs(α0), ψs(α1), . . . , ψs(αi), . . .

が, 十分大きいすべての i で一定値 ξs をとったとする. この状況で, s, t ∈ T (α), s ) t という s, t について
考える. 番号 i を十分大きく s, t ∈ T (αi) かつ ψs(αi) = ξs, ψt(αi) = ξt となるようにとろう. すると,

ξs = ‖T (αi)/s‖ = |s|T (αi) < |t|T (αi) = ‖T (αi)/t‖ = ξt

である. したがって,
(∀s, t ∈ T (α))

[
s ) t⇒ ξs < ξt

]
であって, s 7→ ξs は T (α) 上の順序保存な順序数値関数である. したがって T (α) は整礎な木であって, α ∈ A

であることがわかる. また, 整礎な木 T (α) のランク関数は順序保存な順序数値関数のうちで最小であること
から, s ∈ T (α) のとき

ψs(α) = ‖T (α)/s‖ = |s|T (α) ≤ ξs

となる. また s /∈ T (α) のときは十分大きいすべての番号 i で s /∈ T (αi) なので ψs(α) = 0 = ψs(αi) = ξs

となる.
このようにノルムの族 ψ は添字の集合が ω でなく Seqω であること以外は Π1

1-スケールの条件をみたすの
で, あとは Seqω が可算集合であることを利用して添字を自然数に付け替えればよい. □

次のセクションではスケールを一意化定理の証明に応用するのだが, そのさい, 定義 6.13で要求したよりも
強い条件をみたすスケールが必要になる.

定義 6.15. 点集合 A 上の順序数値関数の列 ϕ = {ϕn}n∈ω が優良スケール (very good scale)であるとは, 次
の条件 (A)と (B)をみたすことである:

(A) 点列 x0, x1, . . . , xi, . . . ∈ A について, 各 n ∈ ω ごとに順序数列 {ϕn(xi)}i∈ω が十分大きいすべての i

で一定値 λn をとるとする. このとき点列 {xi}i∈ω は収束し, その極限値 limi→∞ xi = x は A に属し,
かつすべての n で ϕn(x) ≤ λn をみたす.

(B) n ∈ ω かつ x, y ∈ A で ϕn(x) ≤ ϕn(y) だったとする. このときすべての k < n について
ϕk(x) ≤ ϕk(y) である. □
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補題 6.16. 点集合族 Γ は適切であるとする. N の部分集合 A が Γ に属し, A 上に Γ-スケールが存在するな
らば, A 上に優良 Γ-スケールが存在する.
[証明] N の Γ 部分集合 A 上に Γ-スケール ψ = {ψn}n∈ω が与えられたとする.
順序数 θn (n ∈ ω)を次のように定義しよう. θ0 を, すべての ϕn の値域の狭義の上界とし, θn+1 = ω ·θn ·θn

とする. そこで辞書式順序を入れた直積集合 θn × θn × ω から θn+1 に順序同型写像が存在する. この順序同
型写像を

〈-, -, -〉n : θn × θn × ω → θn+1

としよう.
各 α ∈ A に対して再帰的に

ϕ0(α) = ψ0(α), (12)
ϕn+1(α) = 〈ϕn(α), ψn(α), α(n)〉n (13)

と定めよう. このとき ϕ = {ϕn}n∈ω が優良 Γ-スケールであることを確かめよう.
(A) α0, α1, . . . , αi, . . . ∈ A とし, 各 n ごとに順序数の列

ϕn(α0), ϕn(α1), . . . , ϕn(αi), . . .

が十分大きなすべての i について一定値 λn をとるものとしよう. このとき 〈-, -, -〉n の定め方から, ψn(αi) も
αi(n) も十分大きなすべての i で一定値をとる. とくに, N の点列として {αi}i∈ω は N のある要素 α に収束
する. ところが各 nごとに ψn(αi)が十分大きなすべての iで一定値 (ここでは ξn としよう)をとることと, ψ
が A 上のスケールであることから, 極限値 α は A に属し, ψn(α) ≤ ξn となる. とくに, ϕ0(α) = ψ0(α) ≤ ξ0

であり, 辞書式順序の定め方から帰納的に,

ϕn+1(α) = 〈ϕn(α), ψn(α), α(n)〉n ≤ 〈λn, ξn, α(n)〉n = λn+1

となる. よって ϕ は優良スケールの条件 (A)をみたす.
(B) ϕn+1(α) ≤ ϕn+1(β) だったとすると, 辞書式順序の定め方から ϕn(α) ≤ ϕn(β) である. このことから

ϕ が優良スケールの条件 (B)をみたすことがわかる.
最後に各 n について ϕn が A 上の Γ-ノルムであることを確かめよう. ϕ0 = ψ0 だから n = 0 のときは問

題ない. 次に ϕn が Γ-ノルムであることがわかったとすると, (α ≤∗
ϕ β かつ β ≤∗

ϕ α のことを α ≡∗
ϕ β と書

くことにして)

α ≤∗
ϕn+1

β ⇔ α <∗
ϕn

β

∨ [α ≡∗
ϕn

β ∧ α <∗
ψn

β ]

∨ [α ≡∗
ϕn

β ∧ α ≡∗
ψn

β ∧ α(n) ≤ β(n) ],

α <∗
ϕn+1

β ⇔ α <∗
ϕn

β

∨ [α ≡∗
ϕn

β ∧ α <∗
ψn

β ]

∨ [α ≡∗
ϕn

β ∧ α ≡∗
ψn

β ∧ α(n) < β(n) ]

となる. Γ は適切で有限和と有限共通部分のもとで閉じているから, これらの二項関係はやはり Γ に属す
る. □

補題 6.14と補題 6.16から直ちに次のことがわかる.
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補題 6.17. N の任意の Π1
1 部分集合の上に優良 Π1

1-スケールが存在する. □

命題 6.18. 点集合族 Γ は適切で, かつ Π0
2 を含み, Σ0

2-可測写像による逆像のもとで閉じているとする. もし
も N のすべての Γ 部分集合の上に優良 Γ-スケールが存在するならば, 任意のポーランド空間の任意の Γ 部
分集合の上に優良 Γ-スケールが存在する.
[証明] X を任意のポーランド空間とする. セクション 3での議論を思い出そう. 定理 1で構成した連続写像
fX : N → X に対して Σ0

2-可測な iX : X → N が存在して fX ◦ iX = idX をみたすのだった.
いま A ⊆ X を任意の Γ 部分集合とする. このとき

iX [A] = f−1
X [A] ∩

{
α : iX(fX(α)) = α

}
である. Γ は適切で Π0

2 を含むから, iX [A] ∈ Γ � N である. よって iX [A] の上に優良 Γ-スケール
ϕ = {ϕn}n∈ω が存在する. {ϕn ◦ iX}n∈ω が A 上の優良 Γ-スケールであることを確かめよう.
まず Γ が Σ0

2-可測写像による逆像のもとで閉じていることから, 各 n ∈ ω について

iX(x) ≤∗
ϕn

iX(y) と iX(x) <∗
ϕn

iX(y)

はいずれも x と y の二項関係として Γ � (X ×X) に属する. よって ϕn ◦ iX は Γ-ノルムである.
集合 A に属する点の列

x0, x1, . . . , xi, . . .

があって, 各 n ∈ ω ごとに, 十分大きなすべての i で ϕn(iX(xi)) = λn と定数になっていたとする. こ
のとき ϕ が iX [A] 上の優良スケールであることから, ある α ∈ N が存在して, limi→∞ iX(xi) = α かつ,
α ∈ iX [A] かつ, すべての n ∈ ω について ϕn(α) ≤ λn となっている. x = fX(α) としよう. このとき
iX(x) = iX(fX(α)) = α となっている. fX の連続性により,

xi = fX(iX(xi))
i→∞−−−→ fX(α) = x

であり, x ∈ fX [iX [A]] = A であり,
ϕn(iX(x)) = ϕn(α) ≤ λn

である. こうして {ϕn ◦ iX}n∈ω が優良スケールの条件 (A)をみたすことがわかった. いっぽう ϕ が優良ス
ケールの条件 (B)をみたすことから直ちに, {ϕn ◦ iX}n∈ω も条件 (B)をみたすことがしたがう. □

とくに次のことがなりたつ.

命題 6.19. 任意のポーランド空間の任意の Π1
1 部分集合の上に優良 Π1

1-スケールが存在する. □

7 近藤-Addisonの一意化定理
概要

補解析集合のスケールを利用して近藤-Addisonの一意化定理を証明する.

定義 7.1. 直積ポーランド空間 X × Y の部分集合 R を R∗ が一意化 (uniformize)するとは,

• R∗ ⊆ R,
• ∃YR∗ = ∃YR,
• (∀x ∈ X)(∀y0, y1 ∈ Y )

[
(x, y0), (x, y1) ∈ R∗ ⇒ y0 = y1

]
26



Y

X

R

R∗

図 5 一意化

が成立していることをいう. (→図 5) □
選択公理によればどんな R ⊆ X × Y もなんらかの R∗ によって一意化されるのだが, ここでの興味は, 定

義可能な R に対して定義可能な R∗ がとれるかということにある. 文献 [5]で詳述されているとおり, ボレル
集合は必ずしもボレル集合では一意化できないし, Σ1

1 集合は必ずしも Σ1
1 集合では一意化できない.

問題 9. 平面 R× R の閉集合であって, 閉集合で一意化できないものの例をあげよ.
[ヒント] 位相空間論で学ぶ “Topologists’ Sine Curve” という図形を考えてみよ. □

補題 7.2. (Moschovakisの一意化補題) Γ は適切で, 双対射影 ∀ω と ∀Y のもとで閉じているものとする. 直
積ポーランド空間 X × Y の Γ 部分集合 R 上に優良 Γ-スケールが存在するならば, R を一意化する Γ 集合
R∗ が存在する.
[証明] ϕ = {ϕn}n∈ω を R 上の優良 Γ-スケールとする. R∗ ⊆ X × Y を

(x, y) ∈ R∗ ⇔ (∀n ∈ ω)(∀y′ ∈ Y )
[
(x, y) ≤∗

ϕn
(x, y′)

]
(14)

と定義しよう. 以下, この R∗ が要件をみたすことを示す.
(1) まず R∗ が Γ に属することは Γ が適切で ∀ω と ∀Y のもとで閉じているのでよい.
(2) 次に R∗ ⊆ R であることは, (x, y) ∈ R∗ のとき, 定義式 (14) から (x, y) ≤∗

ϕ0
(x, y) したがって

(x, y) ∈ R なのでよい.
(3) (x, y0), (x, y1) ∈ R∗ だったとしよう. 定義式 (14) によると ϕn(x, y0) ≤ ϕn(x, y1) かつ ϕn(x, y1) ≤

ϕn(x, y0), したがって ϕn(x, y0) = ϕn(x, y1) である. したがって順序数の列

ϕn(x, y0), ϕn(x, y1), ϕn(x, y0), ϕn(x, y1), . . .

は, すべての n ∈ ω について, 定数列である. 優良 Γ-スケールの条件 (A)から, このとき X × Y の点列

(x, y0), (x, y1), (x, y0), (x, y1), . . .

は収束する. よって y0 = y1 である. これで一意性条件

(∀x ∈ X)(∀y0, y1 ∈ Y )
[
(x, y0), (x, y1) ∈ R∗ ⇒ y0 = y1

]
が示された.

(4) 与えられた x ∈ X について, (∃y)[ (x, y) ∈ R ] だったとしよう. このとき (∃y)[ (x, y) ∈ R∗ ] となるこ
とを示す. 以下 x は固定されたものとする. λn = min{ϕn(x, y) : (x, y) ∈ R } として,

A0 = { y : (x, y) ∈ R },
An+1 = { y : (x, y) ∈ R ∧ ϕn(x, y) = λn }
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と定めよう. 定義から A0 ⊇ A1 であり, 優良 Γ-スケールの条件 (B) により, An+1 ⊇ An+2 となる. 仮定
(∃y)[ (x, y) ∈ R ] により, どの An も空ではない. そこで yn ∈ An となるように点列 {yn}n∈ω をとろう.
i > n のとき, yi ∈ An+1 であるから ϕn(x, yi) = λn である. そこで優良 Γ-スケールの条件 (A)によって, 点
y ∈ Y が存在して, limi→∞ yi = y かつ (x, y) ∈ R かつすべての n ∈ ω で ϕn(x, y) ≤ λn である. λn の選び
方 (最小性)により, このとき (x, y) ∈ R∗ となる.
以上の (1)〜(4)によって, R∗ が R を一意化する Γ 部分集合であることがわかった. □

命題 6.19によれば, 直積ポーランド空間 X × Y の Π1
1 部分集合 R の上には優良 Π1

1-スケールが存在する
のだった. また Π1

1 は双対射影 ∀ω と ∀Y のもとで閉じている. そこで補題 7.2により, R はなんらかの Π1
1

部分集合 R∗ によって一意化されることになる. これで, 次の定理が示された:

定理 9. (近藤-Addison の一意化定理) 直積ポーランド空間 X × Y の任意の Π1
1 部分集合は Π1

1 部分集合に
よって一意化される. □

この講義ノートのこれまでのバージョンでは命題 6.18がまだ書けていなかったので, X や Y が N とボレ
ル同型であるという定理 3を用いた迂回路を通じて定理 9を証明していた. だけどまあ, 命題 6.18とその系で
ある命題 6.19を用いるほうが直接的な感じだし, そもそも命題 6.19自体が重要な結果であるから, これでい
いのだ.
ところで, 今回証明した一意化定理は太字の Π1

1 の一意化であるから, Addison の貢献が活かされてない.
その意味ではむしろ Novikov-近藤の定理と言ったほうが適切かもしれない. 本当の近藤-Addisonの定理とい
うのは, 実効記述集合論における細字の点集合族 Π1

1 における一意化定理であり, 今回の定理 9 の精密化で
ある.

ちなみに, 近藤基吉 (1906–1980)は旧東北帝大の卒業生だそうですよ.

8 そのほかの話題

問題 10. (X, d) を完備な距離空間とし, G ⊆ X を (空でない)開部分集合とする. x ∈ G のとき

ν(x) = inf
{
d(x, y) : y ∈ X \G

}
とし, x0, x1 ∈ G に対して

d′(x0, x1) = d(x0, x1) +

∣∣∣∣ 1

ν(x0)
− 1

ν(x1)

∣∣∣∣
としよう. このとき (G, d′) は完備距離空間であり, その位相は X の部分空間としての位相に一致する. この
ことを示せ. □

問題 11. ポーランド空間の Π0
2 部分集合が, 部分空間としてまたポーランド空間となることを示せ.

[ヒント] X をポーランド空間, E ⊆ X をその (空でない) Π0
2 部分集合とし, X の開集合の列 {Gn}n∈ω を

E =
⋂
n∈ω Gn となるようにとる. 問題 10の結果により, 各 Gn には位相を変えることなく完備な距離 dn が

ついている. そこで x0, x1 ∈ E に対して

d∗(x0, x1) =
∑
n∈ω

2−n · dn(x0, x1)

1 + dn(x0, x1)

と定め, この d∗ が E の位相と整合する完備な距離関数になっていることを確認せよ. □
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この問題 11の逆も成立する.

問題 12. ポーランド空間 X の部分集合 E に, 位相を変えることなく完備な距離がつくならば, E は Π0
2 集合

である. このことを示せ.
[ヒント] E 上に完備な距離 d∗ がついたとする. E ∩G 6= ∅ であるような開集合 G に対して

o(G) = sup{ d∗(y, z) : y, z ∈ E ∩G }

とし, x ∈ ClX(E) のとき
o(x) = inf{ o(G) : x ∈ G : 開集合 }

とする. このとき x ∈ E ⇔ o(x) = 0 であることと, o(x) = 0 となる x ∈ ClX(E) の全体が Π0
2 であること

を確認せよ. □

すべてのポーランド空間のすべてのボレル集合は, あるポーランド空間の連続単射像になっている. このこ
とを確かめよう.
X をポーランド空間, A ⊆ X をそのボレル部分集合とする. 問題 11によれば, A が Π0

2 集合のときは A

自身がポーランド空間なので示すべきことはなにもない. そこで X の部分集合のうちで, なんらかのポーラ
ンド空間の連続単射像になっているもの全体のなす集合族を A とすると, Π0

2 � X ⊆ A である. そこであと
は A が可算個のメンバーの和集合と共通部分をとる操作のもとで閉じていることを示せばよい.
そのために, An (n ∈ ω) を集合族 A のメンバーとし, ポーランド空間 En と連続単射 fn : En → X で

fn[En] = An となるものをとろう.
集合 E =

⋃
n∈ω En × {n} を位相的直和空間 (S ⊆ E が開集合となるのは各 n ∈ ω で S ∩ (En × {n}) が

En と自然に同相な En × {n} の開集合となるときである)とすればこれはポーランド空間となる (←確かめ
よ!!). そのうえで, (x, n) ∈ E に対し

(x, n) ∈ E′ ⇔ (∀m < n)[ fm(x) 6= fn(x) ]

として部分集合 E′ ⊆ E を定めよう. すると E′ は E の開部分集合なので, 問題 10により, やはりポーラン
ド空間である. そして, f : E′ → X を

f(x, n) = fn(x)

と定めれば, f は連続単射で f [E] =
⋃
n∈ω An となる.

つぎに,

E′′ =

{
(xn)n∈ω ∈

∏
n∈ω

En : f0(x0) = f1(x1) = · · · = fn(xn) = · · ·

}

とすると, E′′ は直積空間
∏
n∈ω En の閉部分集合なので, これもポーランド空間である. f : E′′ → X を

f
(
(xn)n∈ω

)
= f0(x0)

とすれば, f は連続単射であり (←なぜ?), f [E′′] =
⋂
n∈ω An となる.

さて, 以上のことから, X の部分集合族 A が Π0
2 � X を含み, 可算個のメンバーの和集合と共通部分をとる

操作のもとで閉じていることがわかった. このことは, A がボレル集合族 B � X を含むことを意味する. こ
れで次のことが示された.

定理 10. 任意のポーランド空間の任意のボレル部分集合は, あるポーランド空間の連続単射像である. □

29



ここで任意のボレル集合への連続単射の定義域となるポーランド空間は N の閉部分空間にとれることがわ
かっている. これについては文献 [3]の第 1章を見よ.
定理 10の逆も成立する. すなわち, ポーランド空間の連続単射像はボレル集合である. これについては文献

[3]のセクション 2Eを見よ. 証明書きたかったけど, 間に合わんかったわ. 定理 10の証明をもう少し精密に見
直して, それとルージンの分離定理を用いる証明になっている.
定理 10とその逆を用いれば,「ポーランド空間の部分集合がボレル集合であるための必要十分条件は, ある

ポーランド空間の連続単射像になることである」というボレル集合の特徴づけが得られる. (ルージンの単射
定理)

■ 射影集合 すでに Σ1
1 と Π1

1 が定義されている. いま n ∈ ω に対して, Σ1
n と Π1

n が得られたとして,
Π1
n � (X ×N ) に属する集合の X への射影として得られる集合の全体を Σ1

n+1 � X とし, Σ1
n に属する集合

の X への双対射影として得られる集合の全体を Π1
n+1 � X とすることで, 点集合族 Σ1

n+1 と Π1
n+1 を定め

る. こうしてすべての n ≥ 1 に対して Σ1
n, Π1

n, それから ∆1
n = Σ1

n ∩Π1
n が定まる. これらのどこかに出現

する集合のことを射影集合 (projective set)という.
射影集合の性質, とくに n ≥ 2 のときの Σ1

n と Π1
n の深い性質には, 通常の集合論の公理系 ZFCで決定で

きないものが多い. このことが, かえって射影集合の研究としての記述集合論と, 強制法をはじめとする現代の
公理的集合論の実り多い交流を生んでいるのでもあるが, それらに触れるのは筆者の手に余る.
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