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連続関数環

位相空間 X 上の実数値連続関数全体のなす集合を C(X) と書く. また 有界な 実数値連続関
数全体のなす集合を C∗(X) と書く. これらは各点ごとの代数的演算のもとで単位元を持つ可
換環をなす.

各 f ∈ C∗(X) に対し一様ノルム ‖f ‖∞ を

‖f ‖∞ = sup{ |f (x)| : x ∈ X }

と定義する. (C∗(X), ‖ ‖∞) はバナッハ環になる.

今回はとくに X がコンパクト・ハウスドルフ空間である場合を考える.
このとき C(X) = C∗(X) となる.
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素イデアルと極大イデアル

単位元をもつ可換環 R のイデアル I が素イデアルであるとは, まず I が真のイデアル
(I 6= R)であり, かつ

∀x , y ∈ R(xy ∈ I ⇒ x ∈ I or y ∈ I)

が成立することをいう. これは剰余環 R/I が整域であることと同値である.

イデアル I が極大イデアルであるとは, 文字通り, 包含関係の意味で極大な真のイデアルであ
ることをいう. これは剰余環 R/I が体であることと同値である.

極大イデアルは素イデアルでもある.
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連続関数環のイデアル

X をコンパクト・ハウスドルフ空間, I を連続関数環 C(X) のイデアルとする.

Z(I) =
⋂
f ∈I

f −1({0})

と定義する. (I に属する関数全体の共通のゼロ点の集合)
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連続関数環のイデアル

補題 (共通ゼロ点の存在)
X がコンパクトのとき, I が真のイデアルならば Z(I) 6= ∅ である.

Z(I) = ∅ とすると { f −1[R \ {0}] : f ∈ I } が X の開被覆になる. コンパクト性から有限個
の f0, . . . , fn ∈ I がとれて,

X = f −1
0 [R \ {0}] ∪ · · · ∪ f −1

n [R \ {0}]

となるから, f 2
0 + · · ·+ f 2

n は I に属する可逆元であり, I は自明なイデアルである.
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連続関数環の極大イデアル

定義
各点 z ∈ X に対して

Mz :=
{

f ∈ C(X) : f (z) = 0
}

とする.

準同型 C(X) → R; f 7→ f (z) は全射で, Mz がその核になっているから, Mz は極大イデアル
である.
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連続関数環の極大イデアル

補題 (極大イデアルの特徴づけ)
コンパクト・ハウスドルフ空間 X 上の連続関数環 C(X) の極大イデアルはすべて Mz の形で
ある.

I が真のイデアルのとき Z(I) 6= ∅ である. z ∈ Z(I) ならば I ⊆ Mz なので I が極大イデアル
ならば I = Mz になる.
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連続関数環の極大イデアル

というわけで, 極大イデアルはわかりやすい.

素イデアルはどうだろうか.
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連続関数環の素イデアル

極大イデアル ⇒ 素イデアル, ただし一般に逆は言えない.

ただし直積環 Rn のように逆が言える環もあるから, 調べる必要はある.
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連続関数環の素イデアル

定理 ([Gillman–Jerison] Chapter14参照)
ZFCで考える.
X がコンパクト・ハウスドルフ空間で, 離散空間でなければ, C(X) には極大でない素イデア
ルが存在する.

ひとまず, これを証明しよう.
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連続関数環の素イデアル

離散でないハウスドルフ空間には可算無限な離散部分集合 {xn : n ∈ ω} が存在する.
X はコンパクトなので

Z :=
⋂

m∈ω
Cl{xn : m ≤ n < ω} 6= ∅

である. Z 上で h(x) = 0, とし h(xn) = 1/(n + 1) とすると,
Cl{xn : n ∈ ω} 上の連続関数 h が得られる.
ティーツェの拡張定理から, h は X 全体に連続関数として拡張される.

要するに, ある点 z ∈ X と, h(z) = 0 だが z のどんな近傍でも恒等的にゼロとはならない連
続関数 h が存在する.
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連続関数環の素イデアル

定義
点 x ∈ X に対して,

Ox := { f ∈ C(X) : x ∈ Int f −1[{0}] }

とする. (点 x のある近傍で恒等的にゼロとなる連続関数の全体)

あきらかに Ox は C(X) のイデアルで, Ox ⊆ Mx である.
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連続関数環の素イデアル

話を戻すと, 点 z ∈ X と関数 h ∈ C(X) が存在して, h ∈ Mz , h /∈ Oz となっている.

このとき
{hn : n ∈ ω} ∩ Oz = ∅

であることに注意する.

ツォルンの補題を用いて, I ⊇ Oz かつ {hn : n ∈ ω} ∩ I = ∅ をみたすイデアル I のうち包含
関係で極大なものをとって P としよう.

P ⊇ Oz より Z(P) 3 z すなわち P ⊆ Mz だが, h /∈ P だから P 6= Mz であり, したがって P
は極大イデアルではない.
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連続関数環の素イデアル

P が素イデアルであることを示す.

f , g /∈ P だったとしよう. P の極大性から, P ∪ {f } の生成するイデアルは {hn : n ∈ ω} と交
わりをもつ. そこで r ∈ C(X) と m ∈ ω が存在して p := rf − hm ∈ P となる. 同様に
s ∈ C(X) と n ∈ ω が存在して, q := sg − hn ∈ P となる. このとき

(rs)(fg) = (rf )(sg) = (p + hm)(q + hn) = pq + phn + qhm + hm+n

となる. 右辺の第 1〜第 3項が P に属し第 4項が属しないから, (rs)(fg) /∈ P , したがって
fg /∈ P となる.

よってこの P が極大でない素イデアルになっている.
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連続関数環の素イデアル

たとえば C([0, 1]) にも極大でない素イデアルが存在する.

それはわかったけど . . .

実例をひとつも思いつかないぞ?!

そこで, ソロヴェイのモデルが大好きなフジタは

連続関数環の極大でない素イデアルは
「そのテの集合」に違いない

と考える . . .
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素イデアルの性質を調べよう
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素イデアルの性質を調べよう

以下では ZF+DCで考える.

(K , d) をコンパクト距離空間とする.

藤田 博司 (愛媛大学) 連続関数環の素イデアルについて 2025 年 4 月 18 日 17 / 48



素イデアルの性質を調べよう

素イデアルの性質 P0
C(K) の素イデアル P の共通ゼロ点の集合 Z(P) はただ 1点からなる.

Z(P) 6= ∅ であることは前に示した. 2点以上が属しないことを示すため z0, z1 ∈ K , z0 6= z1
として両者を交わりのない近傍 U0,U1 で分離したとする. fi を zi で fi(zi) 6= 0 となり X \ Ui
上でゼロとなる連続関数とすれば, f0f1 = 0 ∈ P なので, f0 ∈ P または f1 ∈ P のどちらかが
成立する. fi ∈ P なら zi /∈ Z(P) なので, z0 と z1 の両方が Z(P) に属することはない.
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素イデアルの性質を調べよう

素イデアルの性質 P1
C(K) の素イデアル P の一意的な共通ゼロ点を z とするとき, Oz ⊆ P である.
すなわち, f が P の共通ゼロ点の近傍で 0となるなら, f ∈ P となる.

f ∈ Oz だったとする. 正の数 δ を U(z, δ) ⊆ f −1[{0}] となるようにとる. 連続関数 u を

u(x) = inf
{

d(x , y) : y ∈ K \ U(z, δ)
}

と定めよう. x ∈ U(z, δ) のとき f (x) = 0, x /∈ U(z, δ) のとき u(x) = 0 なので uf = 0 ∈ P と
なっているが, u(z) ≥ δ > 0 より u /∈ P である. よって f ∈ P である.
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素イデアルの性質を調べよう

素イデアルの性質 P2
P が C(K) の素イデアルで, f ∈ P , |g | ≤ |f | のとき g ∈ P である.

このとき |f |2 = f 2 ∈ P より |f | ∈ P である. |g | ≤ |f | のとき関数 h を

h(x) =
{
(g(x))2/|f (x)|, (f (x) 6= 0)
0, (f (x) = 0)

によって定めると h も連続関数になり, g2 = h · |f | ∈ P より g ∈ P となる.

藤田 博司 (愛媛大学) 連続関数環の素イデアルについて 2025 年 4 月 18 日 20 / 48



素イデアルの性質を調べよう

素イデアルの性質 P3
Oz = Mz ⇔ z が K の孤立点

(⇐) z が孤立点なら, f (z) = 0 と「z の近傍で f (x) = 0」が同値
(⇒) f (x) = d(x , z) が Oz に属するので {z} は z の近傍である

したがって Z(P) の唯一の要素 z が孤立点なら P = Mz である.
C(K) に極大でない素イデアルが存在するならば, K は離散空間ではない.

注意: 距離づけ可能でないコンパクト・ハウスドルフ空間では “⇒”は必ずしも成立しない.
(たとえば ω1 + 1 が反例)
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素イデアルから超フィルターへ
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素イデアルから超フィルターへ

定理
ZF+DCで考える.
K をコンパクト距離空間とする.
連続関数環 C(K) の極大でない素イデアルが存在するならば, ω 上の非単項超フィルターが
存在する.

まず閉区間 [0, 1] の場合に証明し, 次に一般の場合を考える.

P を C([0, 1]) の極大でない素イデアルとする. 素イデアルの性質 P0から, P の共通ゼロ点の
集合 Z(P) はただ 1点からなる.

簡単のため, ひとまず共通ゼロ点が 0 である場合を考える.
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素イデアルから超フィルターへ

α0(t)

3
2

1
2

0

1

1

β0(t)

3
4

0

1

1

β1(t)

3
4

1
2

3
8

0

1

1

α0(t) と β1(t) は 1 < t < ∞ の範囲で値ゼロをとるように拡張されているものとする.
n ≥ 1 に対して αn(t) = α0(2nt) とする. n ≥ 2 に対して βn(t) = β1(2n−1t) とする.
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素イデアルから超フィルターへ

α(t) =
∑

n∈ω αn(t), β(t) =
∑

n∈ω βn(t) は次のような関数になる.

α(t)

0

1

1

β(t)

0

1

1

どちらも t = 0 以外で連続で, 0 < t ≤ 1 のとき α(t) + β(t) = 1 となることに注意.
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素イデアルから超フィルターへ

α(t) =
∑

n∈ω αn(t), β(t) =
∑

n∈ω βn(t) は t = 0 で不連続だが,
f (0) = 0 であるような連続関数 f をかけると連続関数になる.

f (t)

(f · α)(t)
3
4

1
2

3
8

0

1

1
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素イデアルから超フィルターへ

P は極大でない素イデアルで, Z(P) = {0} となるものとする.

f ∈ M0, f /∈ P であるような関数 f をとる. f (0) = 0 である. f ≥ 0 と仮定してよい.
(∵ さもなければ代わりに f 2 を考えればよい.)

このとき f · α と f · β はどちらも連続関数で,

f · α+ f · β = f /∈ P

なので, f · α /∈ P あるいは f · β /∈ P の少なくとも一方は成立.

以下 f · α /∈ P の場合を考察する.
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素イデアルから超フィルターへ

X ⊆ ω に対し, 関数 gX を gX (t) = f (t) ·
∑

n∈ω\X
αn(t) によって定義する.

0

f (t)

gX (t)
11

2
1
4

1
8

1
16

たとえば 0 /∈ X , 1 ∈ X , 2 /∈ X , 3 ∈ X , . . . の場合上図のようになる.
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素イデアルから超フィルターへ

ω の部分集合族 U を
X ∈ U ⇔ gX ∈ P

によって定義する. U が ω 上の非単項超フィルターであることを確かめよう.
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素イデアルから超フィルターへ

1. ω ∈ U かつ ∅ /∈ U であること.

gω = 0 ∈ P なので ω ∈ U .

g∅ = f · α /∈ P なので ∅ /∈ U .
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素イデアルから超フィルターへ

2. X ,Y ∈ U のとき X ∩ Y ∈ U であること.

gX ∈ P かつ gY ∈ P なので gX + gY ∈ P .
0 ≤ gX∩Y ≤ gX + gY に注意.
素イデアルの性質 P2から, gX∩Y ∈ P となるから X ∩ Y ∈ U .

素イデアルの性質 P2 (再掲)
f ∈ P かつ |g | ≤ |f | のとき g ∈ P
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素イデアルから超フィルターへ

3. X ∈ U かつ X ⊆ Y ⊆ ω のとき Y ∈ U であること.

gX ∈ P かつ 0 ≤ gY ≤ gX なので, 素イデアルの性質 P2から gY ∈ P となる.

したがって Y ∈ U .

ここまでで U が ω 上の真のフィルターであるとわかった.
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素イデアルから超フィルターへ

4. X ∪ Y ∈ U のとき X ∈ U または Y ∈ U であること.

gX · gY = (gX∪Y )2 に注意.

gX∪Y ∈ P なので gX · gY ∈ P .

P は素イデアルなので, このとき gX ∈ P または gY ∈ P .

したがって X ∈ U または Y ∈ U .

これで U が ω 上の超フィルターであるとわかった.
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素イデアルから超フィルターへ

5. X ⊆ ω が補有限なら X ∈ U であること.

ω \X が有限なら, gX は (有限個を除いてすべてのトゲが抜かれているので) 点 0 の近傍でゼ
ロになる.

素イデアルの性質 P1から, このとき gX ∈ P であるから X ∈ U .

素イデアルの性質 P1 (再掲)
f が P の共通ゼロ点の近傍で 0となるなら, f ∈ P

これで U が非単項超フィルターであるとわかった.
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他のゼロ点の場合, および他のコンパクト距離空間の場合

(K , d) をコンパクト距離空間 (d ≤ 1 とする), P を C(K) の極大でない素イデアル,
z をその一意的な共通ゼロ点とする.
f ∈ Mz , f /∈ P となる関数 f ∈ C(K) を考える.

f0(x) = f (x) ·
∑
n∈ω

αn(d(x , z)), f1(x) = f (x) ·
∑
n∈ω

βn(d(x , z))

とすれば, f0 + f1 = f /∈ P なので f0 /∈ P または f1 /∈ P となる. f0 /∈ P の場合を考える.
X ⊆ ω に対して, 関数 gX を

gX (x) = f (x) ·
∑

n∈ω\X
αn(d(x , z))

と定義して, あとは同様に議論すればよい.
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超フィルターから素イデアルへ
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超フィルターから素イデアルへ

ω + 1 を R の部分集合族 {
1, 1

2 ,
1
3 ,

}
∪ {0}

と同一視してコンパクト距離空間とみなす.

連続関数環 C(ω + 1) は収束する実数列全体のつくるバナッハ環 (c) と自然に同一視できる.

藤田 博司 (愛媛大学) 連続関数環の素イデアルについて 2025 年 4 月 18 日 37 / 48



超フィルターから素イデアルへ

U を ω 上の非単項超フィルターとする. C(ω + 1) の部分集合 P を

P =
{

f ∈ C(ω + 1) : f −1({0}) ∈ U
}

と定義する. P は C(ω + 1) の素イデアルになる. Z(P) = {ω} である.

f : n 7→ 1
n で定まる関数 f ∈ C(ω + 1) は極大イデアル Mω に属し P に属しないから

P は極大イデアルではない.
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超フィルターから素イデアルへ

K を有限でないコンパクト距離空間とする. 連続な単射 i : ω + 1 → K が存在する.

f ∈ C(K) に f ◦ i を対応させる写像 i∗ : C(K) → C(ω + 1) は全射であり, 環の準同型である.

C(ω+ 1) の任意のイデアル I に対して (i∗)−1[I] は C(K) のイデアルであって, i∗ は同型写像

C(K)/(i∗)−1[I] ∼= C(ω + 1)/I

を誘導する. このことから I が極大イデアルなら (i∗)−1[I] も極大イデアル, I が素イデアルな
ら (i∗)−1[I] も素イデアルである.

C(ω + 1) に極大でない素イデアルが存在するならば, すべての有限でないコンパクト距離空
間 K に対する C(K) に, 極大でない素イデアルが存在する.
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超フィルターから素イデアルへ

まとめると,

定理
ZF+DCで考える.
ω 上に非単項超フィルターが存在するならば, 任意の有限でないコンパクト距離空間 K に対
する C(K) に極大でない素イデアルが存在する.

こうして, ZF+DC において C(K) の極大でない素イデアルの存在は ω 上の非単項超フィル
ターの存在と同値である.
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記述集合論??
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記述集合論??

極大でない素イデアル P の存在から ω 上の非単項超フィルターの存在を導いたさい, 対応

P(ω) Mz

X gX (= f ·
∑

n∈ω\X αn)

∈ ∈

を用いた. この対応を T : P(ω) 7→ C(K) とすれば, T はカントール空間としての P(ω) から
可分バナッハ空間としての C(K) への連続写像になっている. U = T−1[P ] なので, 非単項超
フィルター U は, 極大でない素イデアル P から, 連続写像による逆像をとることで得られた
ことになる.
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記述集合論??

ω 上の非単項超フィルターはカントール空間 P(ω) の部分集合としてルベーグ不可測でベー
ルの性質をもたないので

定理
点集合族 Γ が連続写像の逆像で閉じていて, LM(Γ) あるいは BP(Γ) が成立するなら,
C(K) の極大でない素イデアルは Γ に属しない. とくに Σ1

1 にも Π1
1 にもならない.
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記述集合論??

また次のことも言える

定理
ZF+DC+ADのもとで, C(K) には極大でない素イデアルが存在しない.
ソロヴェイのモデルにおいて, C(K) には極大でない素イデアルが存在しない.

これらの結果は, C([0, 1]) の極大でない素イデアルの具体例を見つけられないという事態に
一応の数学的裏付けを与えてくれる.
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記述集合論??

ここまでの探究から, 次のような疑問が生まれてくる.

ひとつの P の逆像としてどれだけの異なる超フィルターが取り出せるだろうか
実数の集合論で超フィルターについて考えられているいろいろのこと

(e.g. なんちゃら順序, かんちゃらポイント)
を, 素イデアルについて考えられないか
超フィルターを媒介させずに直接 P のイレギュラーな性質 (たとえば BPを持たない)を
示せないか

蛇足ながら, これらはいずれも ZFCで意味を持つ問題である.
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記述集合論??

P がベールの性質を持たないことを示すには C(K) では空間が大きすぎる.
Mz が内点を持たない閉部分空間なので,
P は C(K) においては至る所非稠密な集合にすぎない.

そこで, 閉部分空間としての Mz で考える. このとき次のことが成り立つ

補題
C(K) のノルム位相のもとで Cl(Oz) = Mz である. したがって P は Mz において稠密である.

(証明) z の 2−(k+1)-近傍でゼロになり 2−k-近傍の外で 1となる連続関数 uk を作る.
f (z) = 0 であるような連続関数 f に対して関数列 {uk f }k∈ω は f に一様収束する. uk ∈ Oz
なので f ∈ Cl(Oz) である.

藤田 博司 (愛媛大学) 連続関数環の素イデアルについて 2025 年 4 月 18 日 46 / 48



記述集合論??

バナッハ空間 Mz の真の部分空間としての P は, ベールの性質をもつとすれば第 1類集合で
ある.

あとは P が Mz において第 1類集合でないことを示したい が, よくわからない.

なお, Oz は Σ0
2 だから, Oz 6= Mz である限り素イデアルにならない.
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