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はじめに
名古屋大学の木原貴行さんたちの尽力で 2023年 2月に開催されたロジック・ウィンタースクール 2023*1に

おいて, 記述集合論の講義をする機会を得た. このノートの目的は, 講義で話しきれない気がする詳細まで含め
て, 講義内容を先に準備しておくことである.
このノートはウィンースクールに先立っていったん公開されたが, 講義を終えて改めて内容を修正および加

筆して最終版を公開する所存である.

1 ポーランド空間とボレル集合
古典記述集合論の主な舞台は, ユークリッド空間 Rn とその一般化としてのポーランド空間である.
ポーランド空間とは, 完備な距離がつく可分な位相空間のことである. たとえばユークリッド空間 Rn は

ポーランド空間である. また, 可算な離散位相空間はポーランド空間である. ポーランド空間の閉部分空間も
またポーランド空間になる. 可算個のポーランド空間の直積空間もまたポーランド空間になる. そこで, 可算
無限離散空間としての ω = {0, 1, 2, . . . , n, . . .} の可算無限個のコピーの直積空間

N := ωω = ω × ω × ω × · · ·

や, 有限な離散空間としての 2 = {0, 1} の可算無限個のコピーの直積空間

C := ω2 = 2× 2× 2× · · ·

はポーランド空間である. N のことをベールの零次元空間といい, C のことをカントール空間という.
ベールの零次元空間 N は記述集合論において特に重要な役割をはたす. N は, 集合 ωω に距離関数

d(α, β) =


1

min{ k ∈ ω | α(k) 6= β(k) }+ 1
, (α 6= β のとき)

0, (α = β のとき)

で距離づけした完備可分距離空間である. ベールの零次元空間 N は実数直線 R の中で無理数全体のなす集合

∗ 最終組版: 2023年 2月 25日 (578)
*1 JSPS二国間交流事業（共同研究）「実効記述集合論, 計算可能解析学 および オートマトン理論」(JPJSBP120204809) の助成を
受けている.
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R \Q と無限連分数展開を介して同相なので, また無理数空間とも呼ばれる. この理由で各 α : ω → ω を無理
数と呼んだり実数と呼んだりすることがある.
このほか, さまざまなポーランド空間の具体例が文献 [2]にある.

■ 開集合と閉集合 ポーランド空間 (X, d) において, 可算な稠密部分集合 Q = {q0, q1, . . . , qi, . . .} が与えら
れたとして, 標準的な開基 {NX

n : n ∈ ω} を次のように定義しよう: n = 2i(2k + 1) のとき NX
n は点 qi の

d に関する
1

k + 1
-近傍とする. また, NX

0 = X とする.
このように定義された標準的な開基を以下では Π0

0 � X と表記する. 空間 X が文脈から明らかなときは単
に Π0

0 と書く.
開基に属する集合の和集合で表される集合が X の開集合, そして開集合の補集合が X の閉集合である.
本稿ではポーランド空間 X の開集合全体のなす族を Σ0

1 � X と表記し, X の閉集合全体のなす族をΠ0
1 � X

と表記する. 太字を用いていることに注意せよ. 空間 X が文脈から明らかなときは単に Σ0
1 あるいは Π0

1 と
書く.

■ 連続写像と可測写像 二つのポーランド空間 X と Y と, 写像 f : X → Y があったとする. 写像 f が連続
であるとは Y のどんな開集合 G に対しても, その逆像 f−1[G] が X の開集合になるということである. こ
れはまた, Y のどんな閉集合 E の逆像 f−1[E] も X の閉集合になることと同値である. 先に定義した標準的
開基を用いて, 同じことを次のようにも言える. f : X → Y が連続写像であるための必要十分条件は, すべて
の n ∈ ω に対して逆像 f−1[NY

n ] が X の開集合になることである.
一般に, ポーランド空間 X の部分集合族 A があったとして, 写像 f : X → Y が A-可測であるとは, すべ

ての n ∈ ω に対し逆像 f−1[NY
n ] が族 A に属することをいう. この意味で, 連続写像とは Σ0

1-可測写像のこ
とである.

■ ボレル集合の階層 ポーランド空間 X のボレル集合族を B � X と書くことにしよう. ボレル集合族は積
分論や確率論で活躍するが, 通常その定義は開基 Π0

0 � X を含む最小の σ-加法的集合族, とされる. 通常の数
学的実践においてこれで困ることはあまりないのだが, われわれはこのボレル集合族 B � X の構造をもう少
し詳しく調べたい. そのために, B � X を次のようにして階層に分ける.
いま, ポーランド空間 X には標準的な開基 Π0

0 � X が与えられている. ゼロでない順序数 ξ があって, す
べての η < ξ に対して, すでに集合族 Π0

η � X が定義できているものとしよう. このとき,
⋃
η<ξΠ

0
η � X に

属する集合の可算和で表される集合全体のなす集合族を Σ0
ξ � X とし, そのメンバーの補集合全体のなす集合

族を Π0
ξ � X とする.*2

このようにしてすべてのゼロでない順序数 ξ に対して再帰的に Σ0
ξ と Π0

ξ が定まるが, これらはすべてボレ
ル集合族 B � X の部分族になっていることが, ξ に関する超限帰納法でわかる. よって

⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ ⊂ B で
ある.*3 いっぽう,

⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ � X が開基 Π0
0 � X を含む σ-加法的集合族になることから,

⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ ⊃ B

でもある. したがって
⋃
ξ∈ORD Σ0

ξ はボレル集合族 B に一致する. 実際には, すべての可算順序数 ξ にわた
る和で十分であり,

B � X =
⋃
ξ<ℵ1

Σ0
ξ � X =

⋃
ξ<ℵ1

Π0
ξ � X

となる.

*2 この定義によれば, 先に述べたとおり Σ0
1 � X は開集合の全体, Π0

1 � X は閉集合の全体となる.
*3 本稿ではすべての順序数のなすクラスを ORD と表記する.
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こうして定義された階層 Σ0
ξ , Π0

ξ (ξ < ℵ1) は,

η < ξ < ℵ1 のとき Σ0
η ∪Π0

η ⊂ Σ0
ξ ∩Π0

ξ (1)

となるという意味で単調増大である. とはいえ, 離散空間 ω においては Σ0
1 � ω = Π0

1 � ω だからこの階層は
ξ = 1 ですでに増大が止まっているし, その他の可算なポーランド空間においても高々 ξ = 2 で増大を止めて
しまう. いっぽう, 不可算なポーランド空間においては, 式 (1)の ⊂ で等号が成立しない. このことの証明を
次のサブセクションで与える. その前に次の事実を確認しよう.

命題 1.1. ξ をゼロでない可算順序数とする. Σ0
ξ は連続写像による逆像と有限の共通部分と可算和のもとで閉

じている. Π0
ξ は連続写像による逆像と可算共通部分と有限和のもとで閉じている. □

■ 普遍集合と対角線論法 各ポーランド空間 X に対して, 直積空間 N ×X の部分集合 UX1 を

UX =
{
〈α, x〉 : (∃k)[x ∈ NX

α(k)]
}

(2)

と定義しよう. ただし, NX
n は X の標準的な開基の n 番目のメンバーを意味する.

この UX は次のような性質をもつ:

(i) UX は N ×X の開集合である.
(ii) G ⊂ X が X の開集合なら, ある α ∈ N が存在して

G = {x ∈ X : 〈α, x〉 ∈ UX }

となる. すなわち X の任意の開集合 G は UX のある《切り口》として得られる.

この UX の補集合 ¬UX は次のような性質をもつ:

(i) ¬UX は N ×X の閉集合である.
(ii) F ⊂ X が X の閉集合なら, ある α ∈ N が存在して

F = {x ∈ X : 〈α, x〉 ∈ ¬UX }

となる. すなわち X の任意の閉集合 F は ¬UX のある《切り口》として得られる.

このような性質をもつ集合を普遍集合という. 一般に定義しよう:

定義 1.2. 集合族 Γ は Σ0
ξ あるいは Π0

ξ のいずれかとする. 直積部分空間 N ×X の部分集合 U が次の条件
(i)(ii)をみたすならば, U のことを Γ に関する普遍集合 (universal set)とよぶ.

(i) U は Γ � (N ×X) に属する.
(ii) A が Γ � X に属するなら, ある α ∈ N が存在して

A = {x ∈ X : 〈α, x〉 ∈ U }

となる. すなわち Γ � X の任意のメンバー A は U のある《切り口》として得られる. □

どのポーランド空間も Σ0
1 に関する普遍集合と Π0

1 に関する普遍集合をもつ. すべてのゼロでない可算順序
数 ξ について, すべてのポーランド空間が Σ0

ξ に関する普遍集合と Π0
ξ に関する普遍集合をもつことを証明し

よう.
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無理数 α ∈ N と自然数 k ∈ ω に対して, 無理数 (α)k ∈ N を

(α)k(n) = α(2k(2n+ 1)) (n = 0, 1, 2, . . .)

と定義する. この要領で可算無限個の無理数の並び

α0, α1, . . . , αk, . . .

をひとつの無理数でコードできる.
いまポーランド空間 X に Π0

ξ に関する普遍集合 U ′ があったとすれば, U ⊂ N ×X を

U =
{
〈α, x〉 : (∃k)[〈(α)k, x〉 ∈ U ′]

}
と定めることで Σ0

ξ+1 に関する普遍集合 U が得られ, その補集合 ¬U を考えることで Π0
ξ+1 に関する普遍集

合が得られる.
つぎに ξ が可算な極限順序数のときを考える. ξ 未満のゼロでない順序数全体を

ξ0, ξ1, . . . , ξk, . . .

と数えあげる. 帰納法の仮定として X が Π0
ξk
に関する普遍集合 Uk をもつとしよう. すると,

U =
{
〈α, x〉 : (∃k)[〈(α)k, x〉 ∈ Uk]

}
と定めることで Σ0

ξ に関する普遍集合 U が得られ, その補集合 ¬U を考えることで Π0
ξ に関する普遍集合が

得られる.
以上の考察をまとめると次の補題が得られる.

補題 1.3. そのポーランド空間 X も任意のゼロでない可算順序数 ξ について Σ0
ξ に関する普遍集合と Π0

ξ に
関する普遍集合をもつ. □

次の補題の証明は [4]の 1A.3にある.

補題 1.4. 不可算なポーランド空間 X はカントール空間 C と同相な閉集合を含む. □

補題 1.5. 不可算なポーランド空間 X はベールの零次元空間 N と同相な Π0
2 集合を含む.

[証明] カントール空間 C の要素を 0と 1の無限列とみて, 1が無限回出現する列の全体を E としよう. する
と E は N と同相な C の Π0

2 部分集合である. いま任意の不可算なポーランド空間は補題 1.4により C と同
相な閉集合 K を含む. C から K への位相同型写像による E の像は X の Π0

2 部分集合で, N と同相であ
る. □

定理 1. 不可算なポーランド空間 X とゼロでない可算順序数 ξ について, Σ0
ξ � X と Π0

ξ � X は補集合をとる
演算のもとで閉じていない.
[証明] まず X = N の場合を考える. N の Σ0

ξ に関する普遍集合 U について G = {α ∈ N : 〈α, α〉 ∈ U }
とする. 写像 α 7→ 〈α, α〉 が連続で, Σ0

ξ が連続写像による逆像をとる操作のもとで閉じていることから, G
は Σ0

ξ に属する. G の補集合 ¬G が Σ0
ξ に属したとすると, 普遍集合の条件により, ある β ∈ N について

¬G = {α : 〈β, α〉 ∈ U} となるはずである. ところがこのとき

β ∈ ¬G ⇐⇒ 〈β, β〉 ∈ U ⇐⇒ β ∈ G ⇐⇒ β /∈ ¬G
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となって矛盾する. よって ¬G は Σ0
ξ に属せず, Σ0

ξ � N は補集合をとる演算のもとで閉じていない. 一般の
場合を考えよう. ξ = 1 のときは, 不可算なポーランド空間 X に含まれる孤立点でない 1点集合が開でない閉
集合になっているからよい. 次に ξ = 2 のときは, X の可算な稠密部分集合が Π0

2 でない Σ0
2 集合になって

いる. 以下 ξ ≥ 3 とする. 補題 1.5により, X には N と同相な Π0
2 集合 Y が存在する. Y は X からの相対

位相で Π0
ξ でない Σ0

ξ 部分集合 G をもつ. ξ ≥ 3 であるから G は X において Σ0
ξ である. いっぽう Y 自身

が X において Π0
2 であることから, この G は X において Π0

ξ でありえない. □

さて, X が不可算なポーランド空間であれば, 互いに交わりのない二つの不可算な閉部分集合 X0 と X1 が
存在する. X0 と X1 は X からの相対位相のもとで不可算なポーランド空間である. そこで定理 1により, Σ0

ξ

であって Π0
ξ でない A0 ⊂ X0 と, Π0

ξ であって Σ0
ξ でない A1 ⊂ X1 が存在する. このとき, A0 ∪ A1 は X

において Σ0
ξ でも Π0

ξ でもない. いっぽう A0 も A1 も Σ0
ξ+1 でありかつ Π0

ξ+1 である. したがって A0 ∪A1

は Σ0
ξ+1 ∩Π0

ξ+1 に属する. このことから, 不可算なポーランド空間 X においては

Σ0
ξ ∪Π0

ξ ( Σ0
ξ+1 ∩Π0

ξ+1

である. いま各可算順序数 ξ ≥ 1 について

∆0
ξ := Σ0

ξ ∩Π0
ξ

と定めるなら,

∆0
1

Σ0
1 Π0

1

∆0
2

Σ0
2 Π0

2

∆0
3

()

)(

()

)(

()
...

...

という具合に, ボレル集合族 B が高さ ℵ1 の階層に分類されることになる.

2 Σ1
1 と Π1

1

古典記述集合論の主要な研究対象であった Σ1
1 集合と Π1

1 集合を定義する.

定義 2.1. 自然数の有限列全体の集合を Seqω と書く. 一般に集合 Z の要素の有限列全体のなす集合を SeqZ

と書く. □

命題 2.2. ポーランド空間 X の部分集合 A に対して次の条件 (1)–(5)は互いに同値である.

(1) 自然数の有限列全体の集合 Seqω に添字づけされた X の閉部分集合の族 {Fs : s ∈ Seqω } が存在して

A =
⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Fα�n
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となる.
(2) X ×N の閉部分集合 C が存在して

A = {x ∈ X : (∃α)[〈x, α〉 ∈ C] }

となる.
(3) ポーランド空間 Y とボレル集合 B ⊂ X × Y が存在して

A = {x ∈ X : (∃y ∈ Y )[〈x, y〉 ∈ B] }

となる.
(4) 連続写像 f : N → X と閉集合 C ⊂ N が存在して A = f [C] となる.
(5) ポーランド空間 Y とボレル可測写像 f : Y → X とボレル集合 B ⊂ Y が存在して A = f [B] とな
る. □

この命題の証明は [4]の第 2章にある.

定義 2.3. 命題 2.2の条件 (1)–(5)をみたす A ⊂ X を Σ1
1 集合という. ポーランド空間 X における Σ1

1 集合
全体のなす集合族を Σ1

1 � X と書く. □

古典記述集合論では伝統的に Σ1
1 集合のことを解析集合とかススリン集合と呼んでおり, これらの呼称は現

在でも通用するが, 実効記述集合論における解析的集合との混同を避けるため, 本稿では Σ1
1 集合のことを解

析集合とは呼ばない.

命題 2.4. ポーランド空間 X において Σ1
1 � X は可算和, 可算共通部分をとる操作のもとで閉じている. X と

Y がポーランド空間, f : X → Y がボレル可測写像であるとき, Y の Σ1
1 集合 B の逆像 f−1[B] は X の Σ1

1

集合であり, X の Σ1
1 集合 A の像 f [A] は Y の Σ1

1 集合である. □

定義から, ボレル集合がすべて Σ1
1 集合となることがわかる. いっぽう, ボレル集合でない Σ1

1 集合
が存在することが次のように示される. ポーランド空間 X に対して, X × N の Π0

1 に関する普遍集合
U ′ ⊂ N × (X ×N ) をとり,

U = { 〈α, x〉 ∈ N ×X : (∃β)[〈α, 〈x, β〉〉 ∈ U ′] }

とおけば, U は Σ1
1 � X に関する普遍集合になる. 普遍集合を用いて定理 1と同様に議論すると, 不可算ポー

ランド空間 X において Σ1
1 � X が補集合をとる演算のもとで閉じていないことがわかる. B � X ⊂ Σ1

1 � X

であり, B � X は補集合をとる演算のもとで閉じているのだから, B � X ( Σ1
1 � X である. よって, 不可算

なポーランド空間においては, ボレル集合でない Σ1
1 集合が存在する.

定義 2.5. ポーランド空間 X において Σ1
1 集合の補集合の形に書ける集合のことを Π1

1 集合といい, その全体
のなす集合族を Π1

1 � X と書く. □

命題 2.6. ポーランド空間 X において Π1
1 � X は可算和, 可算共通部分をとる操作のもとで閉じている. X

と Y がポーランド空間, f : X → Y がボレル可測写像であるとき, Y の Π1
1 集合 B の逆像 f−1[B] は X の

Π1
1 集合である. また, すべてのボレル集合は Π1

1 集合でもある. □
しかしながら, Π1

1 でない Σ1
1 集合が存在することからわかるとおり, Π1

1 はボレル可測写像による像をと
る操作のもとでは閉じていない. これを足掛かりにして, Σ1

1 と Π1
1 を最初の段階とする射影集合の階層 Σ1

n,
Π1
n (n = 1, 2, 3, . . .) が考えられることになるが, 本稿では射影集合の一般論を展開する余裕はない.
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■ ススリン系と木 自然数の有限列全体の集合 Seqω で添字づけされた集合族のことをススリン系という. ス
スリン系 S = {Ss : s ∈ Seqω } に対し, 集合

AωS :=
⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Sα�n

のことを S の核と呼ぶ. そこで Σ1
1 集合とは閉集合からなるススリン系の核の形で表せる集合のことである.

ポーランド空間においてボレル集合からなるススリン系, あるいは Σ1
1 集合からなるススリン系の核は, やは

り Σ1
1 集合となる.

いまポーランド空間 X にボレル集合からなるススリン系 S = {Ss : s ∈ Seqω } が与えられたとする. X
の各点 x ∈ X に対して,

T (x) := { s ∈ Seqω : (∀n ≤ length(s))[x ∈ Ss�n] }

と定めよう. Seqω の部分集合 T (x) は始切片をとる操作のもとで閉じている:

s ∈ T (x) ⇒ (∀n ≤ length(s))[s � n ∈ T (x)].

定義 2.7. 集合 Z の要素の有限列全体の集合 SeqZ の部分集合 T が条件

(∀s ∈ T )(∀n ≤ length(s))[s � n ∈ T ]

をみたすならば, T を集合 Z 上の木という.*4 □

· · ·
· · ·
· · ·

· · ·

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·
· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

木のイメージ

そこで空間 X におけるススリン系 S は各点 x ∈ X に ω 上の木 T (x) を対応させる写像を定める. 逆に, 空
間 X の点から ω 上の木への写像 x 7→ T (x) が与えられれば, Ss := {x ∈ X : s ∈ T (x)} とすることでスス
リン系 S = {Ss : s ∈ Seqω } が得られる. 木の集合への写像とススリン系とはこのように自然に対応して
いる.
自然数の有限列全体の集合 Seqω は可算集合であるから, これを ω と対応させれば, 羃集合 P(Seqω) はカ

ントール空間 C と同一視できることになる. このとき木全体のなす集合 Tr は P(Seqω) の閉部分集合にな
る. その意味で Tr をポーランド空間とみなそう. 各 s ∈ Seqω ごとに, s ∈ T となる T 全体の集合 (s)+Tr と
s /∈ T となる T 全体の集合 (s)−Tr を考えると, Tr の位相は, (s)+Tr と (s)−Tr の全体を開基として生成される.

*4 木の定義に, 空集合ではないという条件を加える流儀もあり, むしろそちらが主流である.
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さて, われわれはポーランド空間 X のボレル集合からなるススリン系 S = {Ss : s ∈ Seqω } を考えてい
るのであった. このススリン系 S から導かれる写像 T (-) : X → Tr;x 7→ T (x) はボレル可測写像である. い
まこのススリン系 S の核を A = AωS とすれば

x ∈ A⇔ (∃α)(∀n)[α � n ∈ T (x)]

である. ここで
B = { 〈x, α〉 ∈ X ×N : (∀n)[α � n ∈ T (x)] }

とおけば B は X ×N のボレル部分集合で,

x ∈ A⇔ (∃α)[〈x, α〉 ∈ B]

である. したがって A は Σ1
1 である.

こうして, ポーランド空間 X の Σ1
1 集合を考えることと, X から Tr へのボレル可測写像を考えることと

は同等である.

定義 2.8. 集合 Z 上の木 T に対して (∀n)[f � n ∈ T ] をみたす無限列 f ∈ SeqZ のことを T の無限経路また
はパスという. 木 T の無限経路全体のなす ωZ の部分集合を [T ] と書く. 無限経路が存在しないような木の
ことを整礎な木という. ω 上の整礎な木全体のなす Tr の部分集合を WF と書く. □

この WF は古典記述集合論と実効記述集合論の両方において, たいそう重要である.

補題 2.9. WF は Tr の Π1
1 部分集合である.

[証明] WF の定義から T /∈ WF ⇔ (∃α)(∀n)[T ∈ (α � n)+Tr] なので, 補集合 Tr \ WF はススリン系
{(s)+Tr : s ∈ Seqω} の核であり, Σ1

1 集合である. □

ここまでの議論から次の補題が成立する.

補題 2.10. 任意のポーランド空間 X における任意の Σ1
1 集合 A に対してボレル可測写像 T (-) : X →

Tr;x 7→ T (x) が存在して,
x ∈ A⇔ T (x) /∈ WF

が成立する. □
この両者を合わせると次の命題が得られる.

命題 2.11. 集合 WF は Π1
1-完全である. すなわち WF は Tr の Π1

1 部分集合であり, かつ, 任意のポーラン
ド空間 X における任意の Π1

1 集合 A に対して, ボレル可測写像 f : X → Tr が存在して A = f−1[WF] が成
立する. □
このことと, Π1

1 が補集合のもとで閉じていないことから,

命題 2.12. 集合 WF は真の Π1
1 集合である. すなわち, Π1

1 であって Σ1
1 でない. □

■ 整礎な木のランク 集合 Z の要素の有限列 s ∈ SeqZ の後に別の有限列 t ∈ SeqZ を連結した列を, 本稿
では s ∗ t と書く. たとえば (a, b, c) ∗ (d, e) = (a, b, c, d, e) である. この演算 ∗ は結合法則をみたすから, 有限
列全体の集合 SeqZ は演算 ∗ のもとで, 空な列 ∅ を単位元としてモノイドになる. また, 有限列 s ∈ SeqZ の
後に無限列 f ∈ ωZ を連結してできる無限列のことも s ∗ f と書くことにする.
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有限列 s と t のあいだに length(s) ≤ length(t) かつ s = t � length(s) という関係があるとき, s ⊂ t と書
き, s は t の始切片である, t は s の拡大であるという. 集合 Z 上の木とは, 始切片をとる演算のもとで閉じて
いるような SeqZ の部分集合のことである.

定義 2.13. 木 T の要素のことを T の節という. 有限列 s の後に一つだけ要素を付け加えて延長した列 s ∗ (z)
のことを s の後続者または子という. 木 T の節 s の後続者で T に属するものの全体を sucT (s) と書く.
s ∈ T であるが s の後続者がどれも T に属しないとき, s は T の終端節だという. T の終端節全体の集合を
tn(T ) と書く. □

定義 2.14. 集合 Z 上の木 T と有限列 s ∈ SeqZ に対して

T/s = { t ∈ SeqZ : s ∗ t ∈ T }

と定める. □

補題 2.15. T を集合 Z 上の整礎な木, S を T の空でない部分集合とするとき, T の節 s で

s ∈ S ∧ (∀t ∈ T )[ t ) s→ t /∈ S ]

をみたすものが存在する. (このような節 s は, S の中に子孫がいないという意味で S において極小であると
いわれる.)
[証明] 極小な要素を持たない空でない集合 S があったとしたら, s0 ∈ S を任意にとって, それを真に拡大す
る s1 ∈ S をとり, それをまた真に拡大する s2 をとり, そのようにどこまでも繰り返していけて,

s0 ( s1 ( s2 ( · · · ( si ( · · ·

という系列が得られるが, ここで f =
⋃
i<ω si とすると, f が T の無限経路となって T が整礎的という仮定

と矛盾する. □

補題 2.15から次のことがわかる. 整礎的な T の節の任意の性質 Pについて,《節 s のすべての後続者が性
質 Pをもつ》ことを仮定して《節 s が性質 Pをもつ》を導くことができるなら, それで《T のすべての節は
性質 Pをもつ》が証明できることになる. これを示すには, T の節のうち性質 Pをもたないものの全体を S

として補題 2.15を適用すればよい.

命題 2.16. (bar-inductionの原理) T を整礎的な木, P( · ) を T の節についての任意の述語とするとき,

(∀s ∈ T )[ (∀t ∈ sucT (s)) P(t) → P(s) ]

から
(∀s ∈ T ) P(s).

が導かれる. □

命題 2.17. (bar-recursionの原理) Y と Z を集合, T を集合 Z 上の整礎的な木とする. D = { 〈s, f〉 : s ∈
T ∧ f : sucT (s) → Y } とし, D から Y への写像 G が与えられたとする. このとき, 写像 F : T → Y で,

(∀s ∈ T )[F (s) = G(s, F � sucT (s)) ]

をみたすものが, 一意的に存在する.
[証明] P(s) を, 次の条件をみたすような関数 h が存在するという主張とする.
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(1) h : dom(h) → Y ,
(2) dom(h) ⊂ T ,
(3) t ∈ dom(h) のとき sucT (t) ⊂ dom(h),
(4) s ∈ dom(h), そして
(5) (∀t ∈ dom(h))[h(t) = G(t, h � sucT (t)) ].

このとき, bar-inductionによって, すべての s ∈ T が P(s) をみたすことが示される. また, そのような h を
どのようにとっても h(s) の値が h の取り方によらず定まることも, bar-inductionによって示すことができ
る. そこで, そのような値 h(s) を F (s) と定めればよい. □

命題 2.17によれば, 整礎な木 T 上には

|s|T = sup{ |t|T + 1 : t ∈ sucT (s) } (3)

をみたす順序数値の関数 |-|T が一意的に存在する. これは命題 2.17において Y を十分大きな順序数とし,

G(s, f) = sup{ f(t) : t ∈ dom(f) }

と定義すればよい.

定義 2.18. 空でない整礎な木 T 上に一意的に存在する, 式 (3)をみたす順序数値関数 |-|T のことを T 上のラ
ンク関数とよぶ. |∅|T のことを T のランクといい, ‖T‖ と書く. □

整礎な木のランクはこのあと Π1
1 の構造を解明するときの強力なツールとなる.

補題 2.19. 整礎な木 T の任意の節 s ∈ T について |s|T = ‖T/s‖. □

補題 2.20. 空でない木 T が整礎で, ξ が ξ ≤ ‖T‖ をみたす順序数のとき, ある節 t ∈ T について ξ = |t|T と
なる.
[証明] ξ = ‖T‖ のときは t = ∅ とすればいいので, 以下 ξ < ‖T‖ と仮定する. |s|T > ξ をみたす節 s 全体の
集合を S としよう. ∅ ∈ S なので S は空ではない. T は整礎なので命題 2.17により S の極小な要素 s がと
れる. もしもすべての t ∈ sucT (s) について |t|T < ξ だったら |s|T = sup(|t|+ 1) ≤ ξ となって s ∈ S と矛
盾する. そこである t ∈ sucT (s) について |t|T ≥ ξ だが, s の極小性により t /∈ S なので |t|T ≤ ξ でもあり,
|t|T = ξ が成立する. □

この補題の結果として, (整列可能な)無限集合 Z 上の整礎な木 T のランク ‖T‖ は |Z|+ 未満であることが
わかる. とくに, ω 上の整礎な木のランクは可算順序数である. 逆に任意の可算順序数 δ に対して ω 上の整礎
な木 T で ‖T‖ = δ となるものが存在することは δ に関する超限帰納法で証明できる.

■ Π1
1 集合の分解 以下では便宜上, 空な木のランク ‖∅‖ は −1 であるものとする. 可算順序数 ξ に対して

WFξ :=
{
T ∈ WF : ‖T‖ ≤ ξ

}
と定める. まず WF0 = {∅, {∅}} であり, これは Tr の閉部分集合である. 有限順序数 n ≥ 1 については,

T ∈ WFn ⇔ (∀k)[T/(k) ∈ WFn−1 ]

となっている. ここで T 7→ T/(k) は Tr 上の連続写像であるから, n に関する数学的帰納法によって, WFn

が Tr の閉部分集合であることがわかる. そこで 0 ≤ n < ω のとき WFn は Π0
1 に属する. 一般に

WFξ =
⋃
η<ξ

WFη ∪

T ∈ Tr : (∀s ∈ T \ {∅})

T/s ∈ ⋃
η<ξ

WFη


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であることに注意すれば, ωθ ≤ ξ < ω(θ + 1) であるような順序数 θ に関する帰納法によって次の結果が得ら
れる.

命題 2.21.可算順序数 ξ に対してWFξ は Trのボレル部分集合である. より詳しくいえば, ωθ ≤ ξ < ω(θ+1)

のとき WFξ は Π0
2θ+1 に属する.*5 □

命題 2.22. 任意の ポーランド空間の任意の Π1
1 部分集合が ℵ1 個のボレル集合の和集合になる

[証明] 命題 2.11により, ポーランド空間 X の Π1
1 集合 A に対してボレル可測写像 f : X → Tr が存在して

A = f−1[WF] となるが, 可算順序数 ξ に対して Aξ = f−1[WFξ] とすれば Aξ はボレル集合で A =
⋃
ξ<ℵ1

Aξ

となる. □

もちろん, 連続体仮説が真であるときにはどんな集合も ℵ1 個の閉集合（1点集合）の和集合になるわけだ
が, Π1

1 集合の場合には, そうした濃度の議論や選択公理などに依存しない《実効的》な分解が与えられる点が
注目に値する. この《実効的》な分解は, 記述集合論のあちこちで応用される.

■ 木のランクの比較 自然数の有限列全体の集合 Seqω の部分集合から Seqω への写像, すなわち Seqω か
ら Seqω への部分関数の全体を Pf と書こう. 直積の羃集合 P(Seqω × Seqω) を P(ω) の場合と同様にカン
トール空間 C と同一視すれば, Pf はその閉部分集合であるから, コンパクトなポーランド空間になる. 有限列
s ∈ Seqω と部分関数 ϕ ∈ Pf の関係 s ∈ dom(ϕ) は Seqω ×Pf の開部分集合を定める. ただし Seqω には離
散位相を入れて考える. そこで ω 上の木 T と部分関数 ϕ との関係 T ⊂ dom(ϕ) は Tr × Pf において Π0

2

であり, また, T ⊂ dom(ϕ) ∧ ϕ[T ] ⊂ T ′ は Tr×Tr×Pf において Π0
2 である. あまり厳密でない記法には

なるが, ϕ ∈ Pf かつ T ⊂ dom(ϕ) かつ ϕ[T ] ⊂ T ′ というこの関係を, ここでは

ϕ : T → T ′

と書くことにしよう.
さて ϕ : T → T ′ であるような部分関数 ϕ が T から T ′ への順序保存写像であるとは, 条件

(∀s, t ∈ T )[ s ( t⇒ ϕ(s) ( ϕ(t) ]

が成立していることをいい, 記号で
ϕ : T

o.p.−−→ T ′

と書く. 順序保存写像が単射であることは要求しない. この関係 ϕ : T
o.p.−−→ T ′ も Tr×Tr×Pf において Π0

2

であるから, Tr 上の二項関係としての

T ≤Σ T
′ def⇔ (∃ϕ ∈ Pf)[ϕ : T

o.p.−−→ T ′ ]

は Tr×Tr において Σ1
1 であり,

T ≤Π T ′ def⇔ (∀ϕ ∈ Pf)(∀s ∈ T )[ s 6= ∅ ⇒ ¬(ϕ : T ′ o.p.−−→ T/s) ]

は Tr×Tr において Π1
1 である. これらの二項関係について次の補題が成立する.

*5 集合 WFξ のボレル階層における位置づけの評価がこれで最良かどうかを, 筆者は知らない. より精密な評価をした文献がどこか
にあるかもしれない. 本稿での議論では, WFξ が Π0

ξ+1 に属するという程度の, わりと大雑把な評価で十分である.
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補題 2.23. ω 上の木 T と T ′ について

T ′ ∈ WF ⇒
[
(T ∈ WF ∧ ‖T‖ ≤ ‖T ′‖) ⇔ T ≤Σ T

′ ⇔ T ≤Π T ′ ] (4)

が成立する.
[証明] 次の (i)–(iii)に注意すればよい.

(i) T ′ が無限経路をもてば, 任意の木 T から T ′ への順序保存写像 ϕ が存在する. これは, α ∈ N が T ′ の
無限経路だったとして, s ∈ T を α � length(s) にうつす T 上の写像を ϕ とすればよい.

(ii) T ′ が整礎であった場合を考える. ϕ : T o.p.−−→ T ′ を任意の順序保存写像とする. このとき, T に無限経路
があればそれは ϕ によって T ′ の無限経路にうつされることになって T ′ が整礎であることに矛盾する. した
がって T も整礎である. 整礎な木 T における bar-inductionによって,

(∀s ∈ T )
[
|s|T ≤ |ϕ(s)|T ′

]
が示される. とくに s = ∅ のときを考えると ‖T‖ ≤ ‖T ′‖ がわかる.

(iii) T と T ′ がともに整礎で, ‖T‖ ≤ ‖T ′‖ であったとする. このとき s ∈ T の長さ length(s) に関する帰
納法によって順序保存写像 ϕ : T

o.p.−−→ T ′ を次のように定義できる. まず ϕ(∅) = ∅ とする. s ∈ T について
ϕ(s) ∈ T ′ がすでに定義されていて |s|T ≤ |ϕ(s)|T ′ が成立していたとすると,

sup{ |t|T + 1 : t ∈ sucT (s) } = |s|T
≤ |ϕ(s)|T ′ = sup{ |t′|T ′ + 1 : t′ ∈ sucT ′(ϕ(s)) }

であるから, どの t ∈ sucT (s) に対してもある t′ ∈ sucT ′(ϕ(s)) が存在して |t|T ≤ |t′|T ′ をみたすことになる.
そのような t′ のひとつを ϕ(t) と定める. これを繰り返してゆけばよい. □

この補題の重要な帰結として

補題 2.24. (有界性補題) A ⊂ WF かつ A が Tr において Σ1
1 であるとする. このとき, sup{ ‖T‖ : T ∈ A }

は可算順序数である. したがってある可算順序数 ξ について A ⊂ WFξ となる.
[証明] 結論を否定すると sup{‖T‖ : T ∈ A} = ℵ1 である. そこで補題 2.23により

T ∈ WF ⇔ (∃T ′)[T ′ ∈ A ∧ T ≤Σ T
′ ]

となる. これにより WF が Σ1
1 であることになって, 命題 2.12に矛盾する. □

■ ルージンの分離定理とススリンの定理 有界性補題から次のルージンの分離定理がただちに導かれる.

定理 2. (ルージンの分離定理) ポーランンド空間 X の Σ1
1 部分集合 A1 と A2 について, A1 ∩A2 = ∅ であっ

たとすると, ボレル集合 B が存在して A1 ⊂ B かつ B ∩A2 = ∅ をみたす.
[証明] A2 に補題 2.10を適用すると, ボレル可測写像 T (-) : X → Tr を x ∈ A2 ⇐⇒ T (x) /∈ WF となるよ
うにとれる. いま A1∩A2 = ∅ なので x ∈ A1 のとき T (x) ∈ WF であって, {T (x) : x ∈ A1 } ⊂ WF である.
{T (x) : x ∈ A1 } は Σ1

1 であるから有界性補題により可算順序数 ξ が存在して {T (x) : x ∈ A1 } ⊂ WFξ

となる. そこでいま B = {x ∈ X : T (x) ∈ WFξ } とおけば, B は X のボレル部分集合で, A1 ⊂ B かつ
B ∩A2 = ∅ となる. □
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A1 A2

B

ルージンの分離定理

いまポーランド空間 X の部分集合 A が Σ1
1 でありかつ Π1

1 でもあったとする. このとき補集合 X \ A も
Σ1

1 で, もちろん A ∩ (X \ A) = ∅ であるから, ルージンの分離定理により A ⊂ B かつ B ∩ (X \ A) = ∅ を
みたすボレル集合 B が存在するが, このとき B = A であるから, A はボレル集合である. このことから次の
定理が得られる.

定理 3. (ススリンの定理) ポーランド空間 X の部分集合 A がボレル集合であるためには A が Σ1
1 でありか

つ Π1
1 でもあることが必要十分である. □

ボレル集合族の階層において ∆0
ξ を定義したのと同様に, Σ1

1 かつ Π1
1 である集合のことを ∆1

1 集合とい
う. ススリンの定理によれば, ∆1

1 であることはボレル集合であることと同義である:

∆1
1 � X = B � X

3 再帰的表示つき空間
20世紀前半に東欧やロシアを中心に発展した古典記述集合論を, 20世紀半ばのアメリカを中心に発展した

計算理論の知見により再解釈および精密化したのが実効記述集合論である.
実効記述集合論を展開する枠組みとして再帰的表示つき空間 (recursively presented spaces)を考える.

定義 3.1. 距離空間 (X, d) に点列 qX0 , q
X
1 , q

X
2 , . . . が与えられていて次の条件をみたすとき, (X, d, {qXi }i∈ω)

をひとつの再帰的表示つき空間と呼ぶ.

(1) 距離 d は完備である.
(2) 集合 Q = { qXi | i ∈ ω } は空間 (X, d) において稠密である.
(3) 自然数 i, j, k, ` に関する 4項関係

d(qXi , q
X
j ) <

`

k + 1
および d(qXi , q

X
j ) ≤ `

k + 1

はいずれも再帰的である. □

この定義により再帰的表示つき空間は可分な完備距離空間, したがってポーランド空間である. ベールの零
次元空間 N やユークリッド空間 Rn などには, それぞれその定義に即して順当な再帰的表示が与えられて再
帰的表示つき空間となる. その他, 可分無限次元ヒルベルト空間などの多くの具体的なポーランド空間も, その
具体的な与えられ方に即して再帰的表示つき空間にできる. そこで, 考えるポーランド空間を再帰的表示つき
空間に制限することで, 抽象理論における一般性が多少犠牲になったとしても, 数学の実践のうえで失うもの
はほとんど何もない.
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■ 算術的階層 再帰的表示つき空間 (X, d, {qXi }i∈ω) において NX
0 = X とし, n = 2i(2k + 1) のとき

NX
n は qXi の距離関数 d に関する

1

k + 1
-近傍とする. こうして得られる {NX

n }n∈ω を再帰的表示つき空間

(X, d, {qXi }i∈ω) の標準的な開基とする. 要するに, セクション 1で定義したものと実質的に同じものである.

定義 3.2. 再帰的表示つき空間 X の部分集合 A が Σ0
1 集合であるとは, 再帰的関数 α : ω → ω が存在して

A =
⋃
k∈ω N

X
α(k) となっていることをいう. □

すなわち, 標準的な開基に属する開近傍の再帰的な可算和であるような開集合が Σ0
1 集合である.

自然数の集合 w ⊂ ω が再帰的関数の値域になっていることと, 再帰的部分関数の定義域になっていること
とは同値であり, そのような集合は, 計算可能性理論 (再帰理論)でRE集合と呼ばれる. この言葉を用いれば,
再帰的表示つき空間 X の部分集合 A が Σ0

1 であることは, RE集合 w が存在して A =
⋃
n∈wN

X
n となるこ

とであるといってもよい.
とくに, ω の部分集合については Σ0

1 であることと RE集合であることとは同値である.
次に Σ0

1 集合の補集合のことを Π0
1 集合とよぶ. さらに, X × ω の Π0

1 集合 R が存在して A = {x ∈ X :

(∃n)[〈x, n〉 ∈ R] } と書けるような集合 A ⊂ X のことを Σ0
2 集合とよび, そのような集合の補集合のことを

Π0
2 集合とよぶ. 一般に,

定義 3.3. n を正整数とする. Σ0
n 集合の補集合のことを Π0

n 集合という. X × ω の Π0
n 集合 R が存在して

A = {x ∈ X : (∃n)[〈x, n〉 ∈ R] } と書けるような集合 A ⊂ X のことを Σ0
n+1 集合とよぶ. Σ0

n でありかつ
Π0
n でもある集合は ∆0

n 集合とよばれる. □

このように定義された細字体の Σ0
n, Π0

n, ∆0
n はボレル集合の階層の Σ0

ξ , Π0
ξ , ∆0

ξ の実効的理論における対
応物であり, 古典記述集合論におけるボレル集合の階層の理論と, かなりの程度平行して議論ができる. たとえ
ば Σ0

n に対してセクション 1で定義した普遍集合 U は細字体の Σ0
n に属するようにとれるし, 不可算な再帰

的表示つき空間 X は N と再帰的に同相な Π0
2 部分集合を含むから, 定理 1と同様に議論すると, 不可算な再

帰的表示つき空間 X における Σ0
n � X や Π0

n � X が補集合をとる演算のもとで閉じていないことがわかる.
細字体の点集合族に特有の事情として, Σ0

n � ω や Π0
n � ω も補集合をとる演算のもとで閉じていない. これ

を見るために普遍集合の概念を精密化しよう.
以後しばらく, 計算可能性理論 (再帰理論)の基本的な用語をいろいろ借用して議論する.
ただひとつの変数をもつ ω 上の再帰的部分関数全体の標準的な数えあげを {ϕe}e∈ω としよう. 自然数 n が

ϕe の定義域に属することを ϕe(n)↓ と書く. e と n に関する関係として ϕe(n)↓ は REであり, したがって
Σ0

1 である. e ∈ ω に対して, 部分関数 ϕe の定義域を We = {n : ϕe(n)↓ } と表記すれば, {We}e∈ω が ω の
RE部分集合の全体すなわち Σ0

1 � ω の数えあげになっている.
そこで, 再帰的表示つき空間 X の部分集合 A が Σ0

1 であるためには, ある e ∈ ω について

A =
⋃

{NX
n : n ∈We }

となることが必要かつ十分である. いま ω ×X の部分集合 UX1 を

UX1 = { 〈e, x〉 : (∃n)[n ∈We ∧ x ∈ NX
n ] }

と定めれば, UX1 は Σ0
1 であり, X のすべての Σ0

1 集合 A に対して e ∈ ω が存在して

A = {x : 〈e, x〉 ∈ UX1 }
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となる. すなわち A は UX1 の e における《切り口》として得られることになる.
こうしてすべての再帰的表示つき空間 X に対して Σ0

1 に関する普遍集合 UX1 ⊂ ω ×X が得られたとして,

UX2 = { 〈e, x〉 ∈ ω ×X : (∃n)[ 〈e, 〈x, n〉〉 /∈ UX×ω
1 ]}

によって UX2 を定義しよう. すると UX2 は Σ0
2 であり, X のすべての Σ0

2 集合 A に対して e ∈ ω が存在して
A = {x : 〈e, x〉 ∈ UX1 } となる. この要領ですべての Σ0

n に関する普遍集合 UXn ⊂ ω ×X が定義される.
この UXn を用いて定理 1と同様に議論すれば, Σ0

n � ω が補集合をとる演算のもとで閉じていないことが示
される.
以上をまとめると, 次の定理が成り立つ.

定理 4. X を無限な再帰的表示つき空間とするとき, Σ0
n � X と Π0

n � X は補集合をとる演算のもとで閉じて
いない. したがって, 点集合族

Σ0
1,Π

0
1,∆

0
1,Σ

0
2,Π

0
2,∆

0
2, . . .

はすべて互いに相異なる. □

こうして高さ ω の階層

∆0
1

Σ0
1 Π0

1

∆0
2

Σ0
2 Π0

2

∆0
3

()

)(

()

)(

()
...

...

が得られる. これを算術的階層という. どれかの Σ0
n に属する点集合のことを算術的集合という.

後のセクションでは, 無限順序数 ξ ≥ ω に対する Σ0
ξ の実効的な対応物についても議論する.

■ Σ0
n-再帰的写像 ここではセクション 1で定義した Γ-可測写像の概念を精密化する.

定義 3.4. n を 1以上の自然数とする. 再帰的表示つき空間 X と Y の間の写像 f : X → Y が Σ0
n-再帰的で

あるとは, x ∈ X と i ∈ ω についての関係

Gf (x, i) ⇔ f(x) ∈ NY
i

が Σ0
n � (X × ω) に属することをいう. ただしここで {NY

i }i∈ω は Y の再帰的表示から導かれる標準的な開
基であるものとする. □

定義より, Σ0
n-再帰的な写像は Σ0

n-可測写像である. しかしその逆は必ずしも成立しない. f が Σ0
n-再帰的写

像であるためには, 各 i に対して逆像 f−1[NY
i ] が Σ0

n に属するだけでは不十分で, f−1[NY
n ] が n に依存する

仕方が一様であることが要求される.
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どれかの n について Σ0
n-再帰的写像であるような写像を算術的写像ということにする. なお, 計算可能性理

論 (再帰理論)での再帰的写像とは, ここで定義した用語によれば Σ0
1-再帰的写像のことである.

補題 3.5. f : X → Y が Σ0
m-再帰的写像であり Y × Z における関係 A(y, z) が Σ0

n であるとき, X × Z にお
ける関係 A(f(x), z) は Σ0

m+n−1 である.
[証明] n に関する帰納法を用いよ. □

補題 3.6. 算術的写像の合成写像はまた算術的写像である. より詳しくいえば, f : X → Y が Σ0
m-再帰的写像

であり g : Y → Z が Σ0
n-再帰的写像であるとき, 合成写像 g ◦ f : X → Z は Σ0

m+n−1-再帰的写像である.
[証明] 補題 3.5をダイアグラム Gg(y, i) に適用すればよい. □

補題 3.7. 写像 f : X → Y が Σ0
m-再帰的であればそのグラフは X × Y の Π0

m 部分集合である.
[証明] これは

y = f(x) ⇔ (∀i)[ y ∈ NY
i ∨ f(x) /∈ NY

i ]

と書けることからわかる. □

■ N からの算術的な全射の構成 再帰的表示つき空間 (X, d, {qXi }i∈ω) に対して, ω 上の木 TX を

s ∈ TX ⇔ (∀i)[ i+ 1 < length(s) ⇒ d(qXs(i), q
X
s(i+1)) ≤ 2−(i+1) ]

によって定義しよう. すると TX は ∆0
1 � Seqω に属するので, その無限経路全体のなす N の部分集合 [TX ] は

Π0
1 � N に属する. s ∈ TX のとき, as = s(length(s)− 1) とし qTX

s = s ∗ (as, as, as . . .) とすれば qTX
s ∈ [TX ]

であり, {qTX
s }s∈TX

は [TX ] において稠密である. N における完備な距離の [TX ] への制限と {qTX
s }s∈TX

を
もとに [TX ] の再帰的表示を与えることができる. よって [TX ] は再帰的表示つき空間である.
さて α ∈ [TX ] のとき, X の点列 {qXs(i)}i∈ω は d-コーシー列なので収束する. その極限 limi→∞ qXs(i) を

pX(x) として, 写像 pX : [TX ] → X を定めよう. すると,

d(pX(α), qXi ) <
1

k
⇔ (∃n0)

[
d(qXα(n0)

, qXi ) <
1

k
− 2−n0+1

]
となるので, pX は [TX ] において Σ0

1-再帰的写像になっている.
各 x ∈ X に対して d(x, qXi ) ≤ 2−(n+1) をみたす最小の i ∈ ω を α(n) として α ∈ N を定めると,

α ∈ [TX ] かつ pX(α) = x となる. この α のことを iX(x) とすれば写像 iX : X → N が定まる. あきらかに
pX ◦ iX = idX である. x ∈ X かつ s ∈ Seqω のとき

s ⊂ iX(x) ⇔ (∀i < length(s))[d(x, qXs(i)) ≤ 2−(n+1) ∧ (∀j < s(i))[d(x, qXj ) > 2−(n+1)]]

であるから iX は Σ0
2-再帰的である.

写像 iX の値域を X̂ = { iX(x) : x ∈ X } としよう. α = iX(x) のとき pX(α) = x である. よっ
てこのとき α = iX(pX(α)) である. 逆に α = iX(pX(α)) のとき α ∈ X̂ となるのはあきらかなので,
X̂ = {α ∈ N : α = iX(pX(α)) } となっている. pX が Σ0

1 再帰的, iX が Σ0
2-再帰的なので合成写像 iX ◦pX

は Σ0
2-再帰的であり, したがって X̂ は Π0

2 � N に属する. 制限写像 pX � X̂ : X̂ → X は算術的で連続な全単
射である.
次に p̄X : N → X を

p̄X(α) =

{
pX(α), (α ∈ [TX ] のとき)

qX0 , (それ以外のとき)
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と定める. すると p̄X は Σ0
2-再帰的な全射であり, p̄X ◦ iX = idX をみたす.*6 まとめると,

命題 3.8. 再帰的表示つき空間 X に対して, 算術的な全射 p̄X : N → X と算術的な単射 iX : X → N を
p̄X ◦ iX = idX となるようにとれる. □

このような算術的な全射 p̄X : N → X と, ある意味でその逆である算術的な単射 iX : X → N とをもちい
て, N で得られた結果を他の再帰的表示つき空間へ移植できる. たとえばセクション 5などで, これが応用さ
れる.

■ 細字体の Σ1
1 と Π1

1 セクション 2で考察した Σ1
1 と Π1

1 の実効的理論における対応物を定義する.

命題 3.9. 再帰的表示つき空間 X の部分集合 A に対して次の条件 (1)–(5)は互いに同値である.

(1) X の閉部分集合のススリン系 {Fs : s ∈ Seqω } であって, x と s の関係 x ∈ Fs が Π0
1 � (X × Seqω)

に属するようなものが存在して, A がその核となる.
(2) X ×N の Π0

1 部分集合 C が存在して

A = {x ∈ X : (∃α)[〈x, α〉 ∈ C] }

となる.
(3) 再帰的表示つき空間 Y と算術的集合 B ⊂ X × Y が存在して

A = {x ∈ X : (∃y ∈ Y )[〈x, y〉 ∈ B] }

となる.
(4) 再帰的写像 f : N → X と閉集合 C ⊂ N が存在して A = f [C] となる.
(5) 再帰的表示つき空間 Y と算術的写像 f : Y → X と算術的集合 B ⊂ Y が存在して A = f [B] とな
る. □

定義 3.10. 命題 3.9の条件 (1)–(5)をみたす A ⊂ X を Σ1
1 集合という. 再帰的表示つき空間 X における Σ1

1

集合全体のなす集合族を Σ1
1 � X と書く. また X における Σ1

1 集合の補集合を Π1
1 集合といい, それらのなす

集合族を Π1
1 � X と書く. □

この定義のもとで先に議論した WF を見直せば, WF が Π1
1 � Tr に属すること, ≤Σ と ≤Π がそれぞれ

Σ1
1 � (Tr×Tr)と Π1

1 � (Tr×Tr)に属することがわかる. また, Σ1
1 � X に属する集合 Aを Π0

1 � (X×Seqω)に
属するススリン系 {Fs}s∈Seqω の核として表わしたとき, これに対応して現れるボレル可測写像 T (-) : X → Tr

は Σ0
2-再帰的写像である. よって任意の Π1

1 集合はなんらかの Σ0
2-再帰的写像による WF の逆像として得られ

ることになる. 逆に, 任意の算術的写像による WF の逆像は Π1
1 集合である.

■ 相対化 集合族 Γ を細字の Σ0
n, Π0

n, Σ1
1, Π1

1 のいずれかとする. 対応する太字の集合族を Γ としよう. 再
帰的表示つき空間 X に対して, Γ に関する普遍集合 U ⊂ N ×X で Γ に属するものが存在するのだった. し
たがって, すべての (太字) Γ 集合はある (細字) Γ 集合の《切り口》として得られる.*7

*6 文献 [4]のセクション 1Gに述べられているトリックを用いれば, ここでの p̄X に相当する Σ0
1-再帰的写像と, X̂ に相当する Π0

1

集合がとれる. しかし本稿での応用ではそこまでは必要としない.
*7 なお ∆1

1 と ∆1
1 の関係においては, このことは成立しない. ∆1

1 集合の《切り口》のボレル集合としての階層がある可算順序数以
下に留まるからである. ∆0

n と ∆0
n の関係についても同様である. こちらについては [4]の演習問題 3F.9で論じられている.
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いま, r+ 1 個の再帰的表示つき空間 X, Y1, …, Yr と集合 A ⊂ Y1 × · · · × Yr ×X に対して, 〈y1, . . . , yr〉 ∈
Y1 × · · · × Yr における A の切り口を

(A)y1,...,yr = {x ∈ X : 〈y1, . . . , yr, x〉 ∈ A }

によって定義する. そのうえで, Γ の y1, . . . , yr への相対化 Γ(y1, . . . , yr) を

Γ(y1, . . . , yr) � X = { (A)y1,...,yr : A ∈ Γ � (Y1 × · · · × Yr ×X) }

と定めよう.
相対化された集合族 Γ(y1, . . . , yr) の構造や性質については Γ に対するのと平行して語ることができる. そ

のうえ,
Γ =

⋃
α∈N

Γ(α)

であるから, 計算可能性理論 (再帰理論)の知見を応用して細字の Γ の構造を調べ, それをしかるべく相対化す
れば, 太字の Γ についてもわかることになる. この方法で, 古典記述集合論のさまざまな問題にも実効記述集
合論が応用できる.
なお, ∆1

1 の相対化 ∆1
1(y1, . . . , yr) については, ∆1

1 集合の 〈y1, . . . , yr〉 における切り口の全体としてでは
なく, Σ1

1(y1, . . . , yr) ∩Π1
1(y1, . . . , yr) と改めて定義されることに注意しよう. ∆0

n の相対化についても同様で
ある.*8

■ Π1
1-再帰的部分写像 ϕ が再帰的表示つき空間 X から Y への部分写像すなわち X の部分集合から Y へ

の写像であることを,
ϕ : X 99K Y

と書くことにする. x ∈ X が部分関数 ϕ の定義域 dom(ϕ) に属することを簡単に ϕ(x)↓ と書くことにする.
部分写像 ϕ のダイアグラムとは, X × ω における関係

Gϕ(x, n) ⇔ ϕ(x)↓ ∧ ϕ(x) ∈ NY
n

のことをいう.

定義 3.11. Γ を Σ0
n, Π0

n, ∆0
n, Σ1

1, Π1
1, ∆1

1, あるいはその相対化のいずれかとする. X と Y を再帰的表示つ
き空間とする. 部分関数 ϕ : X 99K Y が Γ-再帰的部分写像であるとは, そのダイアグラム Gϕ が Γ � (X × ω)

に属することをいう. □

したがって, 計算可能性理論 (再帰理論)でいう再帰的部分写像とはここでいう Σ0
1-再帰的部分写像のことで

ある. 本稿では Σ0
1-再帰的部分写像とともに Π1

1-再帰的部分写像が重要である.
次の補題の証明は決して難しくはないのだが, 直積空間 Y1 × · · · × Y` の再帰的表示の作り方の詳細に依存

することになるので省略する.

補題 3.12. X と Y1,…,Y` を再帰的表示つき空間とし, ϕi : X 99K Yi (i = 1, . . . , `) を Π1
1-再帰的部分写像と

する. 部分写像 ϕ : X 99K Y1 × · · · × Y` を ϕ(x) = 〈ϕ1(x), . . . , ϕ`(x)〉 によって定義すれば, ϕ も Π1
1-再帰的

部分写像である. □

*8 文献 [4]の演習問題 3F.9を参照.
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補題 3.13. P (y1, . . . , y`) を Y1 × · · · × Y` における関係で Π1
1 � (Y1 × · · · × Y`) に属するものとする.

ϕi : X1 × · · · ×Xk 99K Yi (i = 1, . . . , `) を Π1
1-再帰的部分写像とする. このとき, X1 × · · ·Xk における関係

ϕ1(x1, . . . , xk)↓ ∧ · · · ∧ ϕ`(x1, . . . , xk)↓ ∧ P (ϕ1(x1, . . . , xk), . . . , ϕ`(x1, . . . , xk))

は Π1
1 � (X1 × · · · ×Xk) に属する. すなわち, Π1

1 は Π1
1-再帰的部分写像による代入のもとで閉じている.

[証明] 記法を簡単にするため ` = k = 1 として証明するが, 他の場合も要点は同じである. ϕ(x)↓ のとき,
y 6= ϕ(x) であることは

(∃i)[y /∈ NY
i ∧ ϕ(x) ∈ NY

i ]

⇔ (∃i)[y /∈ NY
i ∧Gϕ(x, i)]

と Π1
1 で書ける. 同じく ϕ(x)↓ という前提のもとでは, P (ϕ(x)) は

(∀y)[P (y) ∨ y 6= ϕ(x)]

⇔ (∀y)[P (y) ∨ (∃i)[y /∈ NY
i ∧Gϕ(x, i)]]

と, これも Π1
1 で書ける. そこで

ϕ(x)↓ ∧ P (ϕ(x)) ⇔ Gϕ(x, 0) ∧ (∀y)[P (y) ∨ (∃i)[y /∈ NY
i ∧Gϕ(x, i)]]

であり, 右辺は Π1
1 である. □

補題 3.14. X, Y , Z を再帰的表示つき空間とし ϕ : X 99K Y と ψ : Y 99K Z を Π1
1-再帰的部分写像とすれば,

合成部分写像 ψ ◦ ϕ : X 99K Z; x 7→ ψ(ϕ(x)) も Π1
1-再帰的部分写像である.

[証明] 部分写像 ψ のダイアグラム Gψ ⊂ Y × ω に補題 3.13を適用すればよい. □

■ 再帰的順序数と ωCK
1 順序数 ξ が再帰的順序数であるとは, ω 上の整礎な木 T で Seqω の部分集合として

∆0
1 であるものが存在して ξ = ‖T‖ となることである. 補題 2.20を用いれば, ξ が再帰的順序数のときすべ
ての η < ξ がまた再帰的順序数であることがわかるので, 再帰的順序数の全体は可算順序数全体の始切片をな
す. ∆0

1 に属する整礎な木は高々可算個しかないので, 再帰的順序数も高々可算個しかない. そこでいま再帰的
順序数全体の上限を

ωCK
1 := sup{ ‖T‖ : T ∈ WF, T は ∆0

1 }

と書いて, チャーチ–クリーネのオメガ 1と呼ぶ. これも可算順序数である.
面白いことに, 算術的な整礎な木のランクの上限も ∆1

1 であるような整礎な木のランクの上限も ωCK
1 であ

ることが知られている. さらに次の命題が成立する.

命題 3.15. A ⊂ WF であり, かつ A が Σ1
1 � Tr に属するとき,

sup{ ‖T‖T ∈ A } < ωCK
1

である.
[証明] C ⊂ ω は Π1

1 であって Σ1
1 でないような集合とする. このとき算術的写像 f : ω → Tr が存在して,

n ∈ C ⇔ f(n) ∈ WF

となる. 各 n について f(n) は算術的な整礎な木であることに注意しよう. したがって ‖f(n)‖ < ωCK
1 であ

る. ここでもしも T ∈ A 全体にわたる ‖T‖ の上限が ωCK
1 以上であったならば,

n ∈ C ⇔ (∃T )[T ∈ A ∧ f(n) ≤Σ T ]
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であり, したがって C が Σ1
1 になってしまう. □

命題 3.15から次のことがわかる.

命題 3.16. 再帰的表示つき空間 X の二つの互いに交わらない Σ1
1 集合 A1 と A2 に対して, A1 を A2 から分

離するボレル集合 B をある再帰的順序数 ξ に対する Π0
ξ ∩∆1

1 からとれる.
[証明] 算術的な写像 f : X → Tr を A2 = X \ f−1[WF] となるようにとる. すると像 f [A1] は WF に
含まれ, Σ1

1 � Tr に属するから, 命題 3.15 によりある再帰的順序数 η について f [A1] ⊂ WFη, したがっ
て A1 ⊂ f−1[WFη] となる. η が再帰的順序数なので WFη は ∆1

1 集合である. また η に関する帰納法で
WFη ∈ Π0

η であることがわかる. そこで B = f−1[WFη] とすれば, f が算術的写像であることから B は
Π0
η+ω に属する. よって ξ = η + ω と B が要件をみたす. □

あとのセクション 7でこの命題 3.16に関連した重要な結果 (定理 10と定理 11)が示される.

■ クライゼルの一意化定理 セクション 2 において, 整礎な木の集合 Tr における二項関係 ≤Π と ≤Σ を
作ったことを思い出そう. ≤Π は Π1

1, ≤Σ は Σ1
1 で,

T ′ ∈ WF ⇒ (∀T )
[
(T ∈ WF ∧ ‖T‖ ≤ ‖T ′‖) ⇔ T ≤Σ T

′ ⇔ T ≤Π T ′ ]
となっているのだった.
いま Tr における二項関係 ≤∗

WF と <∗
WF を

T ≤∗
WF T

′ ⇔ T ∈ WF ∧ (T ≤Π T ′),

T <∗
WF T

′ ⇔ T ∈ WF ∧ ¬(T ′ ≤Σ T )

によって定義しよう. すると ≤∗
WF と <∗

WF はいずれも Π1
1 で,

T ≤∗
WF T

′ ⇔ (T ∈ WF) ∧ [T ′ /∈ WF ∨ ‖T‖ ≤ ‖T ′‖ ],
T <∗

WF T
′ ⇔ (T ∈ WF) ∧ [T ′ /∈ WF ∨ ‖T‖ < ‖T ′‖ ]

となっている.
こうして得られる関係 ≤∗

WF と <∗
WF を利用して証明される次の定理はなかなか有用である.

定理 5. (クライゼルの一意化定理) X を再帰的表示つき空間とし, R(x, n) を Π1
1 � (X × ω) に属する関係と

する. このとき次の (i)–(iv)をみたす関係 R∗(x, i) が存在する.

(i) R∗(x, i) も Π1
1 � (X × ω) に属する.

(ii) (∀x)[ (∃i)R(x, i) ⇔ (∃i)R∗(x, i) ].
(iii) (∀x)(∀i)[R∗(x, i) ⇒ R(x, i) ].
(iv) (∀x)(∀i)(∀j)[R∗(x, i) ∧R∗(x, j) ⇒ i = j ].

註. 条件 (ii)は R が解 i をもつちょうとそのときに R∗ も解をもつこと, 条件 (iii)は R∗ が R の解以外の余分な解を
もたないこと, 条件 (iv)は R∗ の解が各々の x に対して一意に定まることを意味している. いいかえれば, R∗ は R の解
i のうちからちょうどひとつを選択している. このような R∗ は R を一意化する (uniformize)という.

[証明] Σ0
2-再帰的写像 f : X ×ω → Tr を R(x, i) ⇔ f(x, i) ∈ WF となるようにとろう. このとき R(x, i) を

みたす 〈x, i〉 には可算順序数 ‖f(x, i)‖ が対応する. そこで, この順序数を最小化する i のうちから, 自然数の
通常の順序で最小のものをとることにする. そうすると, 自然数 i がそういうものであることは, 次の 3つの
式で表現できる.
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(1) f(x, i) ∈ WF.
(2) (∀j)[ f(x, j) /∈ WF ∨ ‖f(x, i)‖ ≤ ‖f(x, j‖) ].
(3) (∀j < i)[ f(x, j) /∈ WF ∨ ‖f(x, i)‖ < ‖f(x, j)‖ ].

そこで R∗(x, i) を
(∀j)[ f(x, i) ≤∗

WF f(x, j) ] ∧ (∀j < i)[ f(x, i) <∗
WF f(x, j) ]

と定めればよい. □

■ ∆1
1 実数の数えあげ 再帰的表示つき空間 X の個々の要素についても, その定義可能性, 計算可能性を論じ

られる. それには要素 x を定数写像とみたものが Γ-再帰的であるかどうかを調べればよい.

定義 3.17. Γ は Σ0
n, Π0

n, ∆0
n, Σ1

1, Π1
1, ∆1

1 のいずれか, あるいはその相対化とする. 再帰的表示つき空間 X

の要素 x について, ω 上の関係
Gx(n) ⇔ x ∈ NX

n

が集合族 Γ � ω に属するとき, x は Γ-再帰的な要素であるという. ある n について Σ0
n-再帰的であるような

要素のことを算術的な要素という. □

自然数の関数 α : ωk → ω がこの定義の意味で空間 ωk

ω の要素として ∆0
1-再帰的であることと, 計算可能性

理論 (再帰理論)の意味で再帰的関数であることは同値である. また, 自然数の集合 A ⊂ ω がこの定義の意味
で空間 P(ω) の要素として算術的であることと, 計算可能性理論 (再帰理論)の意味で算術的であることとは同
値である.
ここでは ∆1

1-再帰的な要素の全体, あるいはその相対化として ∆1
1(x)-再帰的な要素の全体を, Π1

1-再帰的部
分関数で数えあげることを考える.
再帰的表示つき空間 X に対して, Π1

1 � (X × ω × ω) に関する普遍集合 U ⊂ ω ×X × ω × ω をとり, 関係
U(e, x, i, j) を j について一意化する U∗ ∈ Π1

1 � (ω ×X × ω × ω) をとろう:

(∀e, x, i)[ (∃j)U(e, x, i, j) ⇔ (∃!j)U∗(e, x, i, j) ].

部分写像 d : ω ×X 99K N を以下の要領で定義する. まず

d(e, x)↓ ⇔ (∀i)(∃j)U∗(e, x, i, j)

であるものとし, かつそのとき, 各 i に U∗(e, x, i, j) をみたす一意的な j を対応させる関数を値 d(e, x) と定
める:

d(e, x) = α⇔ (∀i)U∗(e, x, i, α(i)).

このとき部分写像 d : ω ×X 99K N は Π1
1-再帰的部分写像である. というのも, 有限列 s ∈ Seqω に対して

d(e, x)↓ ⇒ [d(e, x) ⊃ s⇔ (∀i < length(s))U∗(e, x, i, s(i)) ]

となるから.
いま d(e, x)↓ であったとして d(e, x) = α とおこう. すると

α(i) = j ⇔ U∗(e, x, i, j) ⇔ (∀k)[U∗(e, x, i, k) ⇒ k = j ]

であることから α が N の ∆1
1(x)-再帰的な要素であることがわかる. 逆に α が N の ∆1

1(x)-再帰的な要素
であったとすれば, ある e ∈ ω について

(∀i)(∀j)[α(i) = j ⇔ U(e, x, i, j) ]
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となっている. このとき (∀i)(∃j)U(e, x, i, j) なので d(e, x)↓ であり, しかも α = d(e, x) となる. よって,
集合

{d(e, x) : e ∈ ω ∧ (∀i)(∃j)U(e, x, i, j) }

が ∆1
1(x)-再帰的な N の要素の全体に一致することになる.

ここでは簡単のために話を N の要素に限ったが, 一般に次の命題が成立する:

命題 3.18. 任意の再帰的表示つき空間 X と Y に対して Π1
1-再帰的部分関数 dX,Y : ω ×X 99K Y が存在し

て, 各要素 x について集合
{dX,Y (e, x) : e ∈ ω ∧ dX,Y (e, x)↓ }

が ∆1
1(x)-再帰的な Y の要素の全体に一致する. □

いま ∆1
1(x)-再帰的な Y の要素全体を (∆1

1(x))
Y と書くことにしよう. すると, 命題 3.18から次のことが

わかる.

定理 6. 〈x, y〉 ∈ X × Y に関する関係 y ∈ (∆1
1(x))

Y は Π1
1 である.

[証明] 次の同値性から明らかである.

y ∈ ∆1
1(x) ⇔ (∃e)[dX,Y (e, x)↓ ∧ (∀i)[ y ∈ NY

i ⇒ dX,Y (e, x) ∈ NY
i ]]. □

文脈から Y が明らかであるときは, y ∈ (∆1
1(x))

Y の代わりに単に y ∈ ∆1
1(x) と書こう. これについて次の

重要な定理が成立する.

定理 7. P (x, y) を 〈x, y〉 ∈ X × Y に関する Π1
1 な関係だったとして

Q(x) ⇔ (∃y ∈ ∆1
1(x))P (x, y)

とする. このとき Q(x) も Π1
1 である.

[証明] 補題 3.13を思いだそう. 定義から

Q(x) ⇔ (∃e)[dX,Y (e, x)↓ ∧ P (x,dX,Y (e, x)) ]

であり, Π1
1 は Π1

1-再帰的部分写像による代入のもとで閉じているので, Q(x) も Π1
1 である. □

次の補題もセクション 7で用いられる.

補題 3.19. E を (∆1
1)

N に含まれ ∆1
1 � N に属する集合とするとき, ある γ ∈ (∆1

1)
N について E = { (γ)n :

n ∈ ω } が成立する.
[証明] ここでは dω,N (e, 0) を簡単に d(e) と書くことにする. α ∈ N と e ∈ ω の関係 P (α, e) を

P (α, e) ⇔ d(e)↓ ∧ α = d(e)

と定めれば Π1
1 である. クライゼルの一意化定理 5 によって P を一意化する P ∗(α, e) がとれる. いま関数

f : N → ω を α /∈ E のとき f(α) = 0, α ∈ E のとき f(α) は P ∗(α, e) をみたす唯一の e と定める. すると
f は ∆1

1-再帰的写像となる.

e ∈ f [E] ⇔ (∃α ∈ ∆1
1)[α ∈ E ∧ P ∗(α, e)]

⇔ (∃α)[α ∈ E ∧ (∀k)[P ∗(α, k) ⇒ k = e]]

であるから f [E] は ∆1
1 集合である. そこでいま f [E] の全要素を昇順に数えあげる関数を β : ω → ω とすれ

ば, β は Π1
1-再帰的関数になるので (∆1

1)
N に属する. あとは γ を γ(2m(2n+ 1)) = (d(β(m)))(n) となるよ

うに定めれば, γ : ω → ω は Π1
1-再帰的関数になるので (∆1

1)
N に属する. この γ が求めるものである. □
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4 近藤–アディソンの一意化定理
このセクションの目標は次の定理である. これを定理 5と比較してみてほしい.

定理 8. (近藤–アディソンの一意化定理) X と Y を再帰的表示つき空間とし, P (x, y) を Π1
1 � (X × Y ) に属

する関係とする. このとき, 次の (i)–(iv)をみたす関係 P ∗(x, y) が存在する.

(i) P ∗(x, y) も Π1
1 � (X × Y ) に属する.

(ii) (∀x)[ (∃y)P ∗(x, y) ⇔ (∃y)P (x, y) ].
(iii) (∀x)(∀y)[P ∗(x, y) ⇒ P (x, y) ].
(iv) (∀x)(∀y, y′)[P ∗(x, y) ∧ P ∗(x, y′) ⇒ y = y′ ].

すなわち, Π1
1 に属する関係は Π1

1 に属する関係で一意化される. □
[証明] あわわわわ. まだ書けていません.

次の補題はセクション 7で応用される.

補題 4.1. (ルーヴォの選択補題) A ⊂ X ×Y を Π1
1 部分集合とする. A+ = {x ∈ X : (∃y ∈ ∆1

1(x))[ 〈x, y〉 ∈
A ]} とおく. このとき X 上の Π1

1-再帰的部分写像 ϕ が存在して

(∀x ∈ A+)[ϕ(x) ↓ ∧〈x, ϕ(x)〉 ∈ A ]

をみたす. さらに B ⊂ A+ で B が Σ1
1 であれば, ∆1

1-再帰的 (全域)写像 f : X → Y が存在して

(∀x ∈ B)[ 〈x, f(x)〉 ∈ A ]

をみたす.
[証明] 近藤–アディソンの一意化定理により, 関係

〈x, y〉 ∈ A ∧ y ∈ ∆1
1(x)

を一意化する Π1
1 部分集合 A′ ⊂ A が存在する. このとき A′ はある部分関数 ϕ のグラフになっていて, その

定義域は A+ に一致する. この ϕ について

ϕ(x) ↓ ∧ϕ(x) ∈ NY
i ⇔ x ∈ A+ ∧ (∃y ∈ ∆1

1(x))[ 〈x, y〉 ∈ A′ ∧ y ∈ NY
i ]

であるから, Gϕ は Π1
1 であり, ϕ は Π1

1-再帰的部分写像である.
次に B ⊂ A+ で B が Σ1

1 だったとすると, 命題 3.16により ∆1
1 集合 B̃ が存在して B ⊂ B̃ ⊂ A+ となる.

いま

(ϕ � B̃)(x) ↓ ∧ϕ(x) ∈ NY
i ⇔ x ∈ B̃ ∧ (∃y ∈ ∆1

1(x))[ 〈x, y〉 ∈ A′ ∧ y ∈ NY
i ]

⇔ x ∈ B̃ ∧ (∀y ∈ ∆1
1(x))[ 〈x, y〉 ∈ A′ ⇒ y ∈ NY

i ]

であるから ϕ � B̃ は ∆1
1-再帰的部分写像で, その定義域 B̃ が ∆1

1 であるから, ∆1
1-再帰的全域写像 f : X → Y

で ϕ � B̃ = f � B̃ となるものが存在する. この f が求めるものである. □
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5 ポジティブな算術的集合演算
実効記述集合論における Π1

1 集合の理論で重要な, 集合演算による帰納的定義について論じよう.
空でない集合 X を考える. 冪集合上の写像 Φ: P(X) → P(X) のことを一般に, X 上の (1 変数の) 集合

演算と呼ぶ. 集合演算 Φ は, すべての A ⊂ X について A ⊂ Φ(A) であるなら進歩的であるという. また,
A ⊂ B ⊂ X のときつねに Φ(A) ⊂ Φ(B) となるなら単調であるという.
集合 X 上の単調な集合演算 Φ は Φ(X) ⊂ X をみたすので, 集合族 {A ⊂ X : Φ(A) ⊂ A } は空でない.

その共通部分
Φ∞ :=

⋂
{A ⊂ X : Φ(A) ⊂ A }

は Φ(Φ∞) = Φ∞ をみたし, しかも包含関係の意味で最小の不動点になっている.
いろいろな数学的操作が, 進歩的で単調な集合演算の最小不動点を求める操作として理解できる. 群の部分

集合から部分群を生成する操作も, 開基からボレル集合族を生成する操作もそうである.
単調な集合演算 Φ の最小不動点 Φ∞ を求める方法として, 帰納的定義を考える. これは,

Φ0 = Φ(∅),Φ1 = Φ(Φ1),Φ2 = Φ(Φ1), . . .

のように, 空集合から出発して Φ を繰り返し適用する. 一般に順序数 ξ に対して

Φξ = Φ(
⋃
η<ξ

Φη)

と再帰的に定義すると, Φ の単調性により, η < ξ のとき Φη ⊂ Φξ となる. そこである順序数 ξ について
Φξ+1 = Φξ が成立することになる.*9 等式 Φξ+1 = Φξ が成立するような最小の順序数 ξ を |Φ| と書こう. す
ると, 最小不動点 Φ∞ = Φ|Φ| である. この意味で, 最小不動点 Φ∞ のことを集合演算 Φ から帰納的に定義さ
れた集合とよぶ.*10

以下では, X が再帰的表示つき空間で Φ が X 上で適切に算術的に定義された単調な集合演算のとき, 最小
不動点 Φ∞ が Π1

1 集合になることを示す. この事実は, 実効記述集合論において強力な構成原理となる.

定義 5.1. (1) 再帰的表示つき空間 X の部分集合をあらわす変数 S を考える. S にかんしてポジティブな算
術式とは, 次のように構成できる式のことをいう.

(i) f(x1, . . . , xk) を X を終域とする任意の算術的写像 (の定義式)とするとき f(x1, . . . , xk) ∈ S は S に
かんしてポジティブな算術式である.

(ii) S を含まない任意の算術式は S にかんしてポジティブな算術式である.
(iii) ϕ と ψ が S にかんしてポジティブな算術式ならば, ϕ∧ψ と ϕ∨ψ も S にかんしてポジティブな算術

式である.
(iv) ϕ(x1, . . . , xk, n, S) が S にかんしてポジティブな算術式ならば, (∀n)ϕ(x1, . . . , xk, n, S) と

(∃n)ϕ(x1, . . . , xk, n, S) も S にかんしてポジティブな算術式である.
(v) 以上 (i)–(iv) の繰り返しで S にかんしてポジティブな算術式とわかるものだけが, S にかんしてポジ
ティブな算術式である.

*9 集合 X が整列可能ならばそのような ξ は |X|+ 未満のところに存在することがわかる. 選択公理が使えなくて X が整列可能で
ない状況でも, 単射 f : θ → P(X) が存在しないような順序数 θ は存在し, ある ξ < θ について Φξ+1 = Φξ となる.

*10 この言葉を ω の ∆0
1 部分集合すなわち再帰的集合を意味する古い表現である「帰納的な集合」と混同してはならない.
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(2) 再帰的表示つき空間 X 上の集合演算 Φ: P(X) → P(X) が, 変数 x と S だけを自由変数にもち S にか
んしてポジティブな算術式 ϕ(x, S) によって

Φ(S) = {x ∈ X : ϕ(x, S) }

と定義されるならば, Φ のことをポジティブな算術的集合演算という. □

補題 5.2. 再帰的表示つき空間 X 上のポジティブな算術的集合演算は単調である. □

補題 5.3. (センザー [1]) 再帰的表示つき空間 X 上の進歩的でポジティブな算術的集合演算 Φ について,
x /∈ Φ(A) ならば, ある補可算集合*11 B ⊂ X について x /∈ Φ(B) かつ A ⊂ B が成立する.
[証明] ここでは選択公理を本格的に用いることにして, 少しだけ一般化された状況を考えよう.*12 再帰的表
示つき空間 X, X1,…,Xk はいずれも遺伝的に濃度高々 2ℵ0 であるような集合全体の集合 H((2ℵ0)+) に属す
ると仮定してさしつかえない. M を H((2ℵ0)+) の初等部分モデルで X, X1, . . . , Xk を要素にもつものとす
る. 任意のポジティブな算術式 ϕ(x1, . . . , xk, S) を考える. すると A ⊂ X と 〈x1, . . . , xk〉 ∈ X1 × · · ·Xk を
M に属するようにとるとき,

(∀A′ ⊂ X)[A′ ∩M = A ∩M ⇒ (ϕ(x1, . . . , xk, A) ⇔ ϕ(x1, . . . , xk, A
′))]

となることが, ϕ の構成に関する帰納法で示される. その要点は ω ⊂ M でありかつ M が任意の算術的写
像のもとで閉じていることである. そこでいま, 与えられた x1, . . . , xk と A に対して M を x1, . . . , xk, A ∈
M ≺ H((2ℵ0)+) かつ |M | = ℵ0 となるようにとり, B = (X \M) ∪ (A ∩M) とすれば, B は補可算集合で
A ⊂ B をみたし,

ϕ(x1, . . . , xk, A) ⇔ ϕ(x1, . . . , xk, B)

となる. このことから補題はただちに導かれる. □

補題 5.4. (センザー [1]) 再帰的表示つき空間 X 上の進歩的でポジティブな算術的集合演算 Φ について, 等式

Φ∞ =
⋂{

A ⊂ X : A は補可算集合で Φ(A) = A
}

が成立する.
[証明] (左辺)⊂(右辺) は明らかである. (左辺)⊃(右辺) を示すために, x /∈ Φ∞ としよう. すると補題 5.3
により補可算集合 A0 が存在して x /∈ Φ(A0) かつ A0 ⊃ Φ∞ が成立する. A0 ⊃ Φ(A0) なら話はそれで済
む. そうでないとすると Φ(A0) \ A0 は空でない可算集合になるので, Φ(A0) \ A0 = {αi : i ∈ ω } と数え
あげられる. 各 αi は A0 に属しないので αi /∈ Φ∞ で, ふたたび補題 5.3 により補可算集合 Bi が存在して
α /∈ Φ(Bi) かつ Bi ⊃ Φ∞ となる. B =

⋂
i∈ω Bi としよう. 作りかたから Φ(B) ∩ (Φ(A0) \ A0) = ∅ である

から Φ(B)∩Φ(A0) ⊂ A0 である. そこで A1 = B ∩A0 とおくと, A1 ⊃ Φ∞ かつ Φ(A1) ⊂ A0 となる. この
要領で順次

A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · ,
An ⊃ Φ∞, Φ(An+1) ⊂ An, x /∈ An

*11 補集合が高々可算集合になるような集合のこと.
*12 本稿の他の部分では選択公理を用いるところでもせいぜい従属選択公理DCで十分なのだが, ここではレーヴェンハイム–スコーレ
ム–タルスキの定理を利用するため本格的に選択公理 ACに依存している. センザーの原論文 [1]では高階の再帰理論の方法で証明
されていたものを筆者が手持ちのカードで証明しなおしたらこうなってしまった. 証明のキモは x ∈ Φ(A) かどうかを判断するの
に必要なリソースが x と A が与えられるごとに高々可算個で済むということであり, そこのところを丁寧に見ていけば選択公理
への依存は除去できるはずである.
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となるように補可算集合 An をとる. A = ∩n∈ωAn としよう. すると Φ(A) ⊂ Φ(An+1) ⊂ An より
Φ(A) ⊂ A, よって Φ(A) = A となり, A は補可算集合で x /∈ A となる. したがって x /∈(左辺) ならば x /∈(右
辺)である. □

定理 9. (センザー [1]) 再帰的表示つき空間 X 上の進歩的でポジティブな算術的集合演算 Φ の最小不動点 Φ∞

は Π1
1 集合である.

[証明] 算術的な全射 p̄X : N � X を考える. 各 α ∈ N に対して

Aα = X \ { p̄X((α)n) : n ∈ ω }

とおく. 各 Aα は X の補可算部分集合であり, また X の補可算部分集合はすべてある α について Aα に
なっている. 定義 5.1にもとづく帰納法により, x ∈ X と α ∈ N の関係 x ∈ Φ(Aα) は算術的である. そして

Aα = Φ(Aα) ⇔ Aα ⊃ Φ(Aα) ⇔ (∀n)[ p̄X((α)n) /∈ Φ(Aα) ]

であるから α に関する関係とみて等式 Aα = Φ(Aα) は算術的である. 補題 5.4により

x ∈ Φ∞ ⇔ (∀α)[Aα = Φ(Aα) ⇒ x ∈ Aα ]

であるから, Φ∞ は Π1
1 である. □

ポジティブな算術的集合演算による帰納的定義の実例として ω 上の整礎な木の集合 WF とそのボレル集合
への分解 WFξ をみてみよう. 整礎な木のランクの定義からわかるとおり,

WFξ = {{∅}} ∪
⋃
η<ξ

WFη ∪ {T ∈ Tr : (∀s ∈ T \ {∅})[T/s ∈
⋃
η<ξ

WFη ] }

となる. いま Tr の要素と部分集合に関する式

ϕ(T, S) ⇔ (T = {∅}) ∨ (T ∈ S) ∨ (∀s ∈ T \ {∅})[T/s ∈ S ]

は S にかんしてポジティブな算術式であり, Φ(S) = {T : ϕ(T, S) } として得られる集合演算 Φ はポジティ
ブな算術的集合演算で, しかも進歩的である. この集合演算による帰納的定義について考えると, Φ∞ = WF

となり, また各可算順序数 ξ について
Φξ = WFξ

となることがわかる.
補題 2.21で各可算順序数 ξ について WFξ がボレル集合であることを示したが, このことはより一般にポジ

ティブな算術的集合演算によって帰納的に定義される集合について成立する. というのも, Φ がポジティブな
算術的集合演算, B がボレル集合のとき, ポジティブな算術式の定義にもとづく帰納法によって, Φ(B) もボレ
ル集合であることが示されるからである. そうすれば, 可算順序数 ξ に関する帰納法によって, Φξ がボレル集
合であることがわかる. あとは帰納的定義が停止する順序数 |Φ| が高々 ℵ1 であることを示すべきなのだが,
さてそれをやっている時間があるかどうか…

6 ボレル集合のコード
再帰的表示つき空間 X のボレル部分集合を N の要素でコードする方法を次のように定めたい.
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• α ∈ N かつ α(0) = 0 のとき α は NX
α(1) の B-コードである.

• α ∈ N かつ α(0) > 0 で各 n ∈ ω について (α)n が集合 An ⊂ X の B-コードならば, α は⋂
n∈ω(X \An) の B-コードである.

• それ以外は X の部分集合の B-コードでない.

このように B-コードが定義できるものとすれば, 可算順序数 ξ に関する帰納法で, Π0
ξ � X に属する集合

がそれぞれ B-コードをもつことがわかる. したがって X のボレル部分集合はすべて B-コードをもつ. 逆に
B-コードをもつ X の部分集合がすべてボレル集合であることを証明するためには, まずもって B-コードの
きちんとした定義が必要である. そのために, まず N 上の二項関係 / を

β / α
def⇔ α(0) > 0 ∧ (∃n)[β = (α)n ]

と定義する. すると / は Σ0
2 である. そのうえで BC を, α を出発点とする /-無限下降列が存在しないような

α ∈ N 全体の集合と定義しよう:

α ∈ BC
def⇔ (∀β)

[
α = (β)0 ⇒ ¬(∀n)[ (β)n+1 / (β)n ]

]
.

そこで BC は N の Π1
1 部分集合である. 関係 / が BC において整礎的であることと,

α ∈ BC ⇔ (∀β)[β / α⇒ β ∈ BC ]

であることに注意しよう. BC 上の整礎的関係 / に関する帰納法で, 各 α ∈ BC がボレル集合の B-コードであ
ることが示される. また可算順序数 ξ に関する帰納法で, Π0

ξ に属する集合がいずれも BC に属する B-コー
ドをもつことが示される. そこで, フォーマルには BC を B-コードの全体と考える.
では α ∈ BC のとき α はいかなるボレル集合の B-コードだろうか. 実際に α からボレル集合を復元する方

法を確保したい. そのため, 集合 Code ⊂ N ×X × {0, 1} を, 次の条件をみたす最小の集合 S と定義したい.

〈α, x, c〉 ∈ S ⇔
(
α(0) = 0 ∧

(
(c = 0 ∧ x ∈ NX

α(1)) ∨ (c = 1 ∧ x /∈ NX
α(1))

))
∨
[
α(0) > 0 ∧ (∀n)(〈(α)n, x, 0〉 ∈ S ∨ 〈(α), x, 1〉 ∈ S)

∧
(
(∀n)(〈(α)n, x, 1〉 ∈ S ∧ c = 0) ∨ (∃n)(〈(α)n, x, 0〉 ∈ S ∧ c = 1)

) ]
.

(5)

この定義は, 〈α, x, c〉 ∈ Code が, α は B-コードであり, α がコードする集合を B とするとき

x ∈ B かつ c = 0 または x /∈ B かつ c = 1

となっている, ということを意図している. この式 (5)の右辺は S にかんしてポジティブな算術式であるから,
Φ(S) を, 式 (5)の右辺をみたす組 〈α, x, c〉 全体の集合とすれば, Φ は N ×X ×{0, 1} 上のポジティブな算術
的集合演算になっている. この Φ の最小不動点を Code としよう. 定理 9により, Code は Π1

1 集合である.
いま N ×X の部分集合 B+ と B− を

〈α, x〉 ∈ B+ ⇔ α ∈ BC ∧ 〈α, x, 0〉 ∈ Code,

〈α, x〉 ∈ B− ⇔ α ∈ BC ∧ 〈α, x, 1〉 ∈ Code

と定めれば, B+ と B− はいずれも Π1
1 であり, α ∈ BC のとき, すべての x ∈ X について

x ∈ (B+)α ⇔ x /∈ (B−)α
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である. このとき (B+)α は ∆1
1(α) 集合, したがってボレル集合である. 逆に X のボレル部分集合 B が与え

られたときには B ∈ Π0
ξ をみたす最小の ξ に関する帰納法によって, ある α ∈ BC について B = (B+)α と

なることがわかる.
さて, 再帰的表示つき空間 X の標準的開基 Π0

0 � X に属する集合 は α(0) = 0 となる α ∈ N を B-コード
にもつ. そこで

BC0 = {α ∈ N : α(0) = 0 }

としよう. すると, ボレル集合が Π0
0 � X に属することと BC0 に B-コードをもつこととは同値になる. 次に

BC1 を
BC1 = {α ∈ N : α(0) > 0 ∧ (∀n)[(α)n ∈ BC0] }

とすれば, ボレル集合が Π0
1 � X に属することと BC1 に B-コードをもつことが同値になる. 以下同様に可算

順序数 ξ 未満のすべての η について Π0
η 集合の B-コードの集合 BCη が定義されたとして, BCξ を

BCξ = {α : α(0) > 0 ∧ (∀n)[(α)n ∈
⋃
η<ξ

BCη] } (6)

と定義しよう. このとき, ボレル集合が Π0
ξ に属することと, それが Π0

ξ に属する B-コードをもつことが同
値になる. このように BCξ は Π0

ξ の B-コードの集合とみなすことができる. さて式 (6)によれば, BCξ は S

にかんしてポジティブな算術式

ϕ(α, S) ⇔ (α(0) = 0) ∨
[
α(0) > 0 ∧ (∀n)[(α)n ∈ S]

]
によって定まるポジティブな算術的集合演算 Φ によって帰納的に定義される Φξ に一致する. そこで各可算
順序数 ξ に対して BCξ はボレル集合であることがわかる. いっぽう, われわれにとっては, 次の考察がのちの
ち重要になる.

補題 6.1. (1) (α, T ) ∈ N ×Tr に関する関係としての T ∈ WF ∧ α ∈ BC‖T‖ は Π1
1 である. (2) 任意の再帰

的順序数 ξ について BCξ は Π1
1 集合である.

[証明] N ×Tr の部分集合をあらわす変数 S を含む式

ϕ(α, S) ⇔ (α(0) = 0 ∧ T 6= ∅)
∨ (〈α, T 〉 ∈ S)

∨ (α(0) > 0 ∧ (∀n)(∃s ∈ T \ {∅}))[ 〈(α)n, T/s〉 ∈ S ]

は S にかんしてポジティブな算術式であるから, この ϕ(α, S) が定める集合演算 Φ(S) の最小不動点 Φ∞ は
Π1

1 である. 可算順序数 ξ に関する帰納法によって 〈α, T 〉 ∈ Φξ のとき α ∈ BCξ かつ ‖T‖ ≥ ξ であることが
わかり,

T ∈ WF ⇒ (∀α)[〈α, T 〉 ∈ Φ∞ ⇔ α ∈ BC‖T‖]

であることが確かめられる. このことから (1)が導かれる. (2)は (1)からただちに従う. □

以下では記号の簡略化のために
⋃
η<ξΠ

0
η を Π0

<ξ と書き,
⋃
η<ξΣ

0
η を Σ0

<ξ と書く. また,
⋃
η<ξ BCη を

BC<ξ と書く. 可算順序数 ξ に対して BC<ξ はボレル集合である. ω 上の整礎な木 T に対して

BC<‖T‖ =
⋃

s∈T\{∅}

BC‖T/s‖

なので, α ∈ BC<‖T‖ は Tr×N における Π1
1 関係である. したがってとくに ξ がゼロでない再帰的順序数で

あるとき BC<ξ は Π1
1 集合である. Π0

<ξ に属する集合は BC<ξ に属する B-コードをもつ. 逆に α ∈ BC<ξ

のとき (B+)α は Π0
<ξ に属し (B−)α は Σ0

<ξ に属する.
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7 ルーヴォの定理

定義 7.1. ゼロでない再帰的順序数 ξ に対して集合族 Π∗
ξ を (∆1

1)
N ∩ BCξ に属する B-コードをもつボレル

集合全体のなす族とする. また Π∗
ξ に属する集合の補集合のなす集合族を Σ∗

ξ とする. □

ゼロでない再帰的順序数 ξ について, α ∈ BCξ かつ α ∈ (∆1
1)

N のとき, (B+)α は Π0
ξ かつ ∆1

1 である. し
たがって Π∗

ξ ⊂ ∆1
1 ∩Π0

ξ であり, また Σ∗
ξ ⊂ ∆1

1 ∩Σ0
ξ となっている. これらの包含関係において, 実は等号が

成立することが, このあとの議論で示される. そのために鍵となるのが, 次の定理である.

定理 10. (ルーヴォの分離定理 [3]) 再帰的表示つき空間 X に二つの互いに交わりのない Σ1
1 集合 A と B が

あったとする. ξ を再帰的順序数とする. いま A が B から Σ0
ξ 集合で分離できるとすれば, A は B から Σ∗

ξ

集合で分離できる. □

この定理 10を再帰的順序数 ξ に関する超限帰納法によって証明するために

《ξ 未満のすべての順序数について定理 10が成立する》

と仮定する. 引用する必要があるときにはこの仮定を仮定Hと呼ぶことにしよう.

■ギャンディ位相 再帰的表示つき空間 X とゼロでない可算順序数 ξ に対して, τ ξ を集合族 (Σ1
1 � X)∩Π0

<ξ

が生成する X の位相とする. また, Σ1
1 � X の生成する X の位相を τ∞ とする. τ1 は X における通常の位

相であり, 1 ≤ η < ξ < ωCK
1 のとき τ1 ⊂ τη ⊂ τ ξ ⊂ τ∞ となっている. τ∞ のことをギャンディ位相 (Gandy

topology)という.

命題 7.2. 位相空間 (X, τ∞) においてベールのカテゴリ定理が成立する. すなわち, 可算個の τ∞-稠密な τ∞-
開集合の共通部分は τ∞-稠密である.

註. 位相空間 X の部分集合 E がいたるところ非稠密 (nowhere dense) であるとは, E の閉包の内部が空であること
をいう. 可算個のいたるところ非稠密な集合で覆われる集合のことを痩せ集合 (meager set)という. この用語を使うと,
ベールのカテゴリ定理は《空でない開集合は決して痩せ集合にならない》という主張となる.

[証明] X において τ∞-稠密な τ∞-開集合の列 {Gn}n∈ω が任意に与えられたとする. 示すべきことは, 任意
の空でない Σ1

1 集合 A ⊂ X について A∩
⋂
n∈ω Gn 6= ∅ となることである. そのために, 次の条件 (i)–(iv)を

みたすように集合 Fmn ⊂ X ×N (n ≤ m) をとりたい.

(i) 各 Fmn は Π0
1 � (X ×N ) に属する.

(ii) 各 n ごとに, Fnn ⊃ Fn+1
n ⊃ Fn+2

n ⊃ · · · と入れ子になっており, Fmn の直径は m → ∞ のときゼロに
収束する.

(iii) X ×N から X への射影を πX と書けば, πX [F 0
0 ] ⊂ A かつ πX [Fnn ] ⊂ Gn となっている.

(iv) 各 m ごとに,
⋂m
n=0 πX [Fmn ] 6= ∅ となっている.

このように集合 Fmn がとれることを示そう. 最初に F 0
0 を πX [F 0

0 ] ⊂ A ∩G0 をみたす空でない Π0
1 集合とし

てとる. 帰納法の仮定として n ≤ m ≤ k である n と m については Fmn が適切に選ばれたとする. すると条
件 (iv)により Ak :=

⋂k
n=0 πX [F kn ]は空でない Σ1

1 集合になっている. Gk+1 は τ∞-稠密な τ∞-開集合なので,
Σ1

1 集合 Bk を Bk ⊂ Ak ∩Gk+1 となるようにとれる. そこで Π0
1 集合 F k+1

k+1 ⊂ X ×N を Bk = πX [F k+1
k+1 ]

となるようにとる. xk ∈ Bk を固定し, αkn ∈ N を 〈xk, αxn〉 ∈ F kn となるようにとり, 〈xk, αkn〉 を要素にもつ
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直径 1/2k 以下のなんらかの Π0
1 集合と F kn との共通部分をとって, これを F k+1

n とする. この要領ですべて
の m について集合 Fmn (n = 0, . . . ,m) を選んでゆけば (i)–(iv)をみたす.
空間 X ×N の完備性により, 各 n ごとに点列 〈xm, αmn 〉 は m→ ∞ のときある 〈x, αn〉 に収束する. ここ

で x が n に依存しないことに注意しよう. 〈x, α0〉 ∈ F 0
0 より x ∈ A であり, 〈x, αn〉 ∈ Fnn より x ∈ Gn であ

る. こうして A ∩
⋂
n∈ω Gn 6= ∅ が示された. □

補題 7.3. A が Σ1
1 � X に属するとき, A の τ ξ-閉包 Āξ は Π0

ξ かつ Σ1
1 であり, したがって τ ξ+1-開集合で

ある.
[証明] 補集合 X \ Āξ は Σ1

1 ∩Π0
<ξ に属する可算個の集合の和集合となるので Σ0

ξ である. したがって Āξ

は Π0
ξ である. また, x /∈ Āξ のとき A′ を Σ1

1 ∩Π0
<ξ に属し x ∈ A′ かつ A′ ∩ A = ∅ となるようにとれる.

A と A′ に仮定 Hを適用すると A ⊂ B, B ∩A′ = ∅ となる B を Σ∗
<ξ からとれる. そこで X \B の B-コー

ド α を ∆1
1 ∩ BC<ξ からとれる. よって,

x /∈ Āξ ⇔ (∃α ∈ ∆1
1)[α ∈ BC<ξ ∧ x ∈ (B+)α ∧ (B+)α ∩A = ∅ ]

である. よって Āξ の補集合が Π1
1 に属するから Āξ は Σ1

1 に属する. □

集合 H ⊂ X に対して, N ∩H が τ∞-痩せ集合であるような Σ1
1 ∩Π0

<ξ に属する N 全体の和集合を GH

とすると, GH は H ∩GH が τ∞ 痩せ集合となるような τ ξ-開集合のうち最大のものである. H̃ξ = X \GH
としよう. H̃ξ は τ ξ-閉集合であり, かつ H \ H̃ξ = H ∩GH は τ∞-痩せ集合である.
さらに次の命題が成立する.

補題 7.4. H が Π0
ξ 集合であれば H̃ξ \H も τ∞-痩せ集合である.

[証明] ξ に関する帰納法で証明する. まず ξ = 1 のときを考える. x ∈ H̃1 ならどの τ1-開集合 O について
も H ∩O は τ∞-痩せ集合でない. とくに H ∩O 6= ∅ であるから x は H の τ1-閉包に属する. ところがいま
H は Π0

1 なので H の τ1-閉包は H 自身である. よって x ∈ H である. つまり H̃1 \H = ∅ である. よって
補題は ξ = 1 のときは確かに成立する.
補題が ξ 未満のすべての順序数について確かめられたとする. いま H は Π0

ξ であるから, 集合 Hn ∈ Π0
ηn ,

ηn < ξ, かつ X \H =
⋃
n∈ωHn となるように Hn と ηn をとれる. このとき

H̃ξ \H = H̃ξ ∩
⋃
n∈ω

Hn ⊂
⋃
n∈ω

[
(H̃ξ ∩ H̃ηn

n ) ∪ (Hn \ H̃ηn
n )

]
となっている. 右辺の Hn \ H̃ηn

n は τ∞-痩せ集合である. あとは H̃ξ ∩ H̃ηn
n が τ∞-痩せ集合ならよいが, こち

らは τ ξ-閉集合であるから τ∞-閉集合でもある. そこで H̃ξ ∩ H̃ηn
n の τ∞-内部が空であることを確かめれば

よい. A ⊂ H̃ξ ∩ H̃ηn
n を Σ1

1 集合としよう. H̃ηn
n は τηn -閉集合であるから Āηn ⊂ H̃ηn

n であり, また補題 7.3
により Āηn は τηn+1-開集合, したがって τ ξ-開集合である. いま

Āηn ∩H ⊂ H̃ηn
n ∩H ⊂ H̃ηn

n \Hn

であるから帰納法の仮定により Āηn は τ∞-痩せ集合である. そこで H̃ξ の定義により Āηn ∩ H̃ξ = ∅, した
がって A = ∅ である. このことから H̃ξ ∩ H̃ηn

n の τ∞-内部は確かに空である. □

補題 7.5. A と B が Σ1
1 � X に属する集合で A が B から Σ0

ξ 集合によって分離されるとする. このとき
A ∩ B̄ξ = ∅ である.
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[証明] 仮定により Π0
ξ に属する集合 H を A∩H = ∅ かつ H ⊃ B となるようにとれる. いま O ∈ Σ1

1∩Π0
<ξ

かつ H ∩O が τ∞-痩せ集合であったとすると, O ∩B も τ∞-痩せ集合である. また O ∩B は τ∞-開集合で
あるから, 命題 7.2により O ∩ B = ∅ である. ゆえに GH ∩ B = ∅ すなわち H̃ξ ⊃ B がいえる. 補題 7.3に
より, A ∩ B̄ξ は Σ1

1 である. B ⊂ H̃ξ で H̃ξ は τ ξ-閉集合だから B̄ξ ⊂ H̃ξ である. このことと A ∩H = ∅
であることから A ∩ B̄ξ ⊂ H̃ξ \H である. この左辺は補題 7.3より τ ξ-開集合, したがって τ∞-開集合であ
り, 右辺は補題 7.4より τ∞-痩せ集合である. よって命題 7.2により A ∩ B̄ξ = ∅ がいえる. □

■ 定理 10の証明 A1 と A2 が X の Σ1
1 部分集合で, A1 は A2 から Σ0

ξ 集合で分離できると仮定する. す
ると補題 7.5により A1 ∩ Āξ2 = ∅ となっている. x ∈ X と α ∈ N の関係 R(x, α) を

R(x, α) ⇔ x /∈ A1 ∨ [α ∈ ∆1
1 ∩ BC<ξ ∧ x ∈ (B+)α ∧ (B+)α ∩A2 = ∅ ]

と定める. この R(x, α) は Π1
1 である. x ∈ A1 のとき x /∈ Āξ2 であるから, ある O を x ∈ O, O ∩A2 = ∅ か

つ O が Σ1
1 ∩Π0

<ξ となるようにとれる. η < ξ かつ O が Π0
η に属するように η をとろう. すると仮定 Hに

より Π∗
η に属する A′ をとって A′ ⊃ O かつ A′ ∩ A2 = ∅ とできる. これはすなわち (∀x)(∃α)R(x, α) を意

味する.
よってルーヴォの選択補題 4.1 によって, ∆1

1-再帰的写像 f : X → N が存在して (∀x)R(x, f(x)) となる.
像 f [A1] を考えよう. これは Σ1

1 � N に属し,

f [A1] ⊂ D := {α : α ∈ ∆1
1 ∩ BC<ξ ∧ (B+)α ∩A2 = ∅ }

となっている. D は Π1
1 集合であるから ∆1

1 集合 E が存在して f [A] ⊂ E ⊂ D となる. E は ∆1
1 ∩N の ∆1

1

部分集合なので, 補題 3.19により, ある ∆1
1 ∩ N に属する γ によって E = { (γ)n : n ∈ ω } と表される. こ

こで γ(0) > 0 としてよい. E の各要素は BC<ξ に属するから γ は BCξ に属し,

(B+)γ =
⋂
n∈ω

(X \ (B+)(γ)n) = X \
⋃
α∈E

(B+)α

したがって
(B−)γ =

⋃
α∈E

(B+)α

となっている. E の選び方から, (B−)γ が A1 を A2 から分離する Σ∗
ξ 集合となる. □

ルーヴォの分離定理 10から次のことがただちに導かれる.

定理 11. ξ をゼロでない再帰的順序数とする. 再帰的表示つき空間 X の ∆1
1 部分集合 A が Π0

ξ に属するな
ら Π∗

ξ に属する. すなわちある α ∈ ∆1
1 ∩ BCξ によってコードされる. したがって,

∆1
1 ∩Π0

ξ = Π∗
ξ および ∆1

1 ∩Σ0
ξ = Σ∗

ξ

が成立する. □
[証明] 集合 A と補集合 X \A に定理 10を適用して考えればすぐわかる. □

この事実を応用するとたとえば次の命題が得られる.

命題 7.6. X と Y を再帰的表示つき空間として ∆1
1 部分集合 A ⊂ X × Y を考える. ξ をゼロでない再帰的

順序数とするとき, 集合

P ξ := {x ∈ X : 切り口 (A)x が Π0
ξ � Y に属する }
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は Π1
1 � X に属する.

[証明] 次の同値性に注意せよ:

x ∈ P ξ ⇔ (∃α ∈ ∆1
1)(∀y)[α ∈ BCξ ∧ (〈x, y〉 ∈ A⇒ y ∈ (B+)α) ∧ (〈x, y〉 /∈ A⇒ y ∈ (B−)α) ]. □
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