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講演のおもな内容

第 1回: 古典記述集合論
ポーランド空間
ボレル集合
Σ1

1 と Π1
1

ススリンの定理

第 2回: 実効記述集合論
再帰的表示つき空間
算術的集合
Γ-再帰的写像と部分写像
Π1

1 の理論

第 3回: ポジティブで算術的な集合
演算

Π1
1 の理論 (つづき)
帰納的定義
センザーの定理
ボレル集合のコード

第 4回: ルーヴォの分離定理
ギャンディ位相
分離定理の証明
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記述集合論とは

記述集合論 (descriptive set theory) とは

普段の数学の実践のなかで実効的に出会う空間の
実効的に与えられる部分集合について

数学的に考察すること

と定義できそう.

では 実効的 とは？ (←このウィンタースクールのテーマ)
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記述集合論とは

古典記述集合論: ポーランド空間のボレル集合と, その拡張についての研究
(20世紀初頭フランス, 両大戦間の東欧, ロシアなど)

実効記述集合論: 再帰理論 (Recursion Theory)による古典記述集合論の精密化と
深化
(20世紀後半アメリカなど)

…
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ポーランド空間

位相空間について次の (1)–(4)は同値

1 可分完備距離空間と同相である
2 可算個の数直線の直積空間 Rℵ0 の閉集合と同相である
3 ヒルベルトのキューブ [0, 1]ℵ0 の Gδ 集合と同相である
4 第二可算公理をみたす Čech完備空間である

これらの条件をみたす位相空間のことをポーランド空間という.
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ポーランド空間

ポーランド空間の例:

ユークリッド空間: R1, R2, R3, …,
すべての可分なバナッハ空間: C([a, b]), `p , Lp([a, b]) (1 ≤ p < ∞),
複素領域で正則関数がコンパクト一様収束位相のもとでなす空間,
可算な離散空間 ω = {0, 1, 2, 3, . . .}, などなど

さらに

可算個のポーランド空間の直積空間はまたポーランド空間
ポーランド空間の閉部分空間 (一般には Gδ 部分空間) はまたポーランド空間

なので, 数学の実践において, いろいろなポーランド空間に出会うことになる.
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ポーランド空間

重要な例としてベールの零次元空間

N := ω × ω × ω × · · ·

とカントール空間
C := 2 × 2 × 2 × · · ·

がある. (ここで 2 = {0, 1} は離散位相空間と考える)
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ポーランド空間

自然数の有限列全体の集合 <ωω のことを Seqω と書く. s ∈ Seqω に対して

[s] := {α ∈ N : s ⊂ α }

と定義する. { [s] : s ∈ Seqω } が N の開基をなす.

他のポーランド空間 X でも可算な開基 {NX
i }i∈ω が指定されているものとする.

各ポーランド空間 X の指定された可算開基のことを Π0
0 � X とも Σ0

0 � X とも
書く.
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ボレル集合族

ポーランド空間 X において開基 Π0
0 � X を含む最小の σ-加法的集合族のことをボ

レル集合族といい, B � X と書く. ボレル集合族の各メンバーをボレル集合という.

これは積分論や確率論で用いられる普通の定義だが, ボレル集合の性質をもっと
細かく調べるには, この定義だけでは手も足も出ない.

そこでボレル集合族を階層にわける.
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ボレル集合の階層

すでに Π0
0 � X が定義されている.

順序数 ξ ≥ 1 より小さいすべての順序数 η について Π0
η � X が定義されているも

のとする. それらの和を Π0
<ξ � X と書こう.

Π0
<ξ � X の可算個のメンバーの和集合になるような集合を Σ0

ξ 集合といい, その
全体を Σ0

ξ � X と書く.

Σ0
ξ � X のメンバーの補集合を Π0

ξ 集合といい, その全体を Π0
ξ � X と書く.

(考えている空間が文脈から明らかな場合は単に Σ0
ξ , Π0

ξ と書く)
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ボレル集合の階層

こうしてすべての順序数 ξ ≥ 1 に対して Σ0
ξ と Π0

ξ が定まる.

とくに

Σ0
1 =開集合全体, Π0

1 =閉集合全体,

Σ0
2 = Fσ 集合全体, Π0

2 = Gδ 集合全体,

...
...

となっている. さらに ⋃
1≤ξ<ℵ1

Σ0
ξ =

⋃
1≤ξ<ℵ1

Π0
ξ = B

となる.
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ボレル集合の階層

最後に ∆0
ξ � X := (Σ0

ξ � X) ∩ (Π0
ξ � X) と定める. すると, 一般に

∆0
1

Σ0
1

Π0
1

∆0
2

Σ0
2

Π0
2

∆0
3

Σ0
3

Π0
3

∆0
4

· · ·

· · ·

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

という具合に ξ とともに集合族が増大していくことになる. X が不可算なポーラ
ンド空間のとき, これらの ⊆ のいずれにおいても等号は成立しない.
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ボレル集合の階層

Σ0
ξ は 可算 ∪, 有限 ∩, 連続写像による逆像のもとで閉じている.

Π0
ξ は 有限 ∪, 可算 ∩, 連続写像による逆像のもとで閉じている.

∆0
ξ は 有限 ∪, 有限 ∩, 補集合, 連続写像による逆像のもとで閉じている.
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ススリン系とその核

自然数の有限列 s ∈ Seqω で添字づけされた集合族 {As}s∈Seqω
をススリン系と

いう.
ススリン系 {As}s∈Seqω

に対して集合⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Aα�n

のことを, このススリン系の核とよぶ.
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Σ1
1 集合

ポーランド空間 X の部分集合 A について次の (1)–(6)は同値である.
(Y は不可算なポーランド空間)

1 A は X の閉部分集合のススリン系の核である.
2 A は X のボレル集合のススリン系の核である.
3 連続写像 f : N → X と閉集合 C ⊂ N が存在して A = f [C ] となる.
4 ボレル可測写像 f : Y → X とボレル集合 B ⊂ Y が存在して A = f [B] と
なる.

5 閉集合 C ⊂ X ×N が存在して, A = proj[C ] となる.
6 ボレル集合 B ⊂ X × Y が存在して, A = proj[B] となる.

これらの条件をみたす集合 A のことをススリン集合あるいは Σ1
1 集合という.
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Σ1
1 集合

ポーランド空間 X のΣ1
1 部分集合全体のなす集合族を Σ1

1 � X と書く.

Σ1
1 部分集合の補集合全体のなす集合族を Π1

1 � X と書く.

空間 X が明らかな場合は単に Σ1
1, Π1

1 と書く.
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Σ1
1 集合

Σ1
1 と Π1

1 はいずれも開基 Π0
0 を含み, 可算 ∪と可算 ∩, ボレル可測写像による逆

像のもとで閉じている.
したがってすべてのボレル集合は Σ1

1 集合であり Π1
1 集合でもある.

B ⊂ Σ1
1 ∩Π1

1

この ⊂ はあとで等号に置き換えられる.

ボレル集合族 B とその拡張である Σ1
1 と Π1

1 が古典記述集合論の主要な研究対象.
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木

Σ1
1 と Π1

1 の構造を調べるのには木を用いるのが便利である.

集合 Z の要素の有限列全体の集合を SeqZ と書く. s ∈ SeqZ の長さを len(s) と
書く. s, t ∈ SeqZ に対して

s ⊂ t def⇔ s = t � len(s)

と定義する. 有限列 s のあとに有限列 t を連結してできる列のことを s ∗ t と書
く. 同様の記法は t が無限列の場合にも用いる.
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木

有限列の集合 T ⊂ SeqZ が ⊂ に関して下向きに閉じているとき:

(∀s ∈ T )(∀n < len(s))[ s � n ∈ T ]

T を Z 上の木とよぶ. 木 T の各要素は T の節と呼ばれる.

∅

(0) (1)

(00) (01) (10) (11)

(010) (100) (101)
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木

T が Z 上の木で s ∈ T のとき, T に属する s の子の集合を sucT (s) と書く.

∅

(0) (1)

(00) (01) (10) (11)

(010) (100) (101)

s ∈ T かつ sucT (s) = ∅ のとき s は T の終端節と呼ばれる.
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木

すべての n ∈ ω で f � n ∈ T となる無限列 f ∈ ωZ は T の無限経路と呼ばれる.
T の無限経路全体のなす ωZ の部分集合を [T ] と書く.
無限経路をもたない木のことを整礎な木という.

有限な木は整礎だが Z が無限集合のとき逆は成立しない.

以後の議論では無限な整礎木が重要である.
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ω 上の木の空間

集合 Seqω は可算無限集合なのでその冪集合 P(Seqω) はカントール空間 C と同
一視できる.
このとき ω 上の木全体のなす集合 Tr は, P(Seqω) の閉部分空間として, コンパ
クトな距離づけ可能空間をなす.
空間 Tr の位相は s ∈ Seqω に対する集合

(s)+Tr := {T ∈ Tr : s ∈ T }, (s)−Tr := {T ∈ Tr : s /∈ T }

の全体によって生成される.
空集合 ∅ も木と認める. ∅ は Tr の孤立点になっている.
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整礎な木の集合 WF

ω 上の整礎な木全体のなす集合を WF とする:

WF := {T ∈ Tr : [T ] = ∅ }

補集合 Tr \ WF は
Tr \ WF =

⋃
α∈N

⋂
n∈ω

(α � n)+Tr

とあらわされるから Σ1
1 集合である. したがって WF は Π1

1 集合である.
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WF は Π1
1-完全

A ⊂ X を Σ1
1 集合とすると, ボレル集合のススリン系 {Bs : s ∈ Seqω } が存在

して,
A =

⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Bα�n

となる. 各点 x ∈ X に対して

T x := { s ∈ Seqω : ∀i ≤ len(s)[ x ∈ Bs�i ]}

と定義しよう. すると T x ∈ Tr となり, 写像 x 7→ T x は X から Tr へのボレル可
測写像になっている.
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WF は Π1
1-完全

A =
⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Bα�n, T x := { s ∈ Seqω : ∀i ≤ len(s)[ x ∈ Bs�i ]}

このとき,
x ∈ A ⇔ T x /∈ WF

となる. よって Σ1
1 集合はなんらかのボレル可測写像による補集合 Tr \ WF の逆

像になっている.
逆に Tr \ WF のボレル可測写像による逆像はいつでも Σ1

1 になる.
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WF は Π1
1-完全

そこでポーランド空間 X の部分集合 P が Π1
1 であることと, X から Tr へのボ

レル可測写像 f : X → Tr が存在して P = f −1[WF] となることとは同値である.

いいかえれば WF はΠ1
1-完全である.

このことと Σ1
1 でない Π1

1 集合が存在することから, WF も Σ1
1 でないことがわ

かる. すなわち WF は真の Π1
1 集合である.
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整礎な木における帰納法と再帰

整礎な木 T においては s と t の関係 t ∈ sucT (s) が整礎的二項関係になっている.

すなわち S ⊂ T を空でない任意の部分集合とするとき,
s ∈ S かつ sucT (s) ∩ S = ∅ となるような s が必ず存在する.

いま s ∈ Seqω にかんする述語 P(s) があったとして 集合 S = { s ∈ T : ¬P(s) }
に上の考察を適用すると次のことがいえる.
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整礎な木における帰納法と再帰

整礎な木における帰納法
T を整礎な木とするとき, 任意の述語 P(s) について

(∀s ∈ T )[(∀t ∈ sucT (s))P(t) ⇒ P(s)] ⇒ (∀s ∈ T )P(s)

が成立する.

そこで, T のすべての節 s が P(s) をみたすことを示すにあたっては,
s のすべての子 t が P(t) をみたすことを仮定してよい.
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整礎な木における帰納法と再帰

さらに次の再帰的定義ができる

整礎な木における再帰的定義
Y を集合, D = { 〈s, f 〉 : s ∈ T ∧ f : sucT (s) → Y } とし, 写像 G : D → Y が与
えられたとする. このとき写像 F : T → Y で

(∀s ∈ T )
[

F (s) = G(s,F � sucT (s))
]

をみたすものが, 一意的に存在する.

そこで, T のすべての節 s に対して F (s) を定義するにあたっては,
s のすべての子 t に対してすでに F (t) が定義されていると仮定してよい.
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木のランク

さっそく, 整礎な木 T における再帰的定義により,

|s|T = sup{ |t|T + 1 : t ∈ sucT (s) } (s ∈ T )

となるような順序数値関数 |-|T : T → ORD を考えよう. これは, t が s の子のと
きつねに ρ(t) < ρ(s) となるような T 上の順序数値関数 ρ のうちで最小のもので
ある.
この |-|T を T 上のランク関数という.
その最大値 |∅|T を ‖T‖ と書いて T のランクとよぶ.
(これでは空な木 ∅ のランクが定義できないが, ‖∅‖ = −1 と約束する)
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いま T ∈ Tr と s ∈ Seqω に対して

T/s = { t ∈ Seqω : s ∗ t ∈ T }

と定める. T/∅ = T であり, s /∈ T のときは T/s = ∅ である.

整礎な木 T における帰納法により, 等式

|s|T = ‖T/s‖ (∀s ∈ T )

が示される. また, ξ < ‖T‖ のときある s ∈ T について ξ = ‖T/s‖ となる. した
がってどの T ∈ WF についても ‖T‖ は可算順序数であり, かつどの可算順序数
もある T ∈ WF についての ‖T‖ である.
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ω 上の木 T と T ′ に対して T ≤Σ T ′ とは

T から T ′ へ関係 ( を保つ写像が存在する

という意味だと定義する. 関係 ≤Σ は Tr × Tr の Σ1
1 部分集合になる. 次に,

T ≤Π T ′ とは

どの s ∈ T \ {∅} についても,
T ′ から T/s へ関係 ( を保つ写像は存在しない

という意味だと定義する. 関係 ≤Π は Tr × Tr の Π1
1 部分集合になる.
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この関係 ≤Σ と ≤Π は次をみたす.

T ′ ∈ WF ⇒ (∀T )
[
(T ∈ WF ∧ ‖T‖ ≤ ‖T ′‖) ⇔ T ≤Σ T ′ ⇔ T ≤Π T ′ ]

したがって整礎な木どうしのランクの比較は Σ1
1 二項関係でも Π1

1 二項関係でも
できる. このことを用いて, 次の重要な補題が示される.
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有界性補題
A が空間 Tr の Σ1

1 部分集合で A ⊂ WF のとき,

sup
{
‖T‖ : T ∈ A

}
< ℵ1

となる. すなわち整礎な木の Σ1
1 集合のランクは有界である.

(証明) もしも A に属する木のランクが ℵ1 において有界でなければ,

T ∈ WF ⇔ (∃T ′)[T ′ ∈ A ∧ T ≤Σ T ′ ]

となるが, これは WF が Σ1
1 であることを導き, 事実に反する. □
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Π1
1 とボレル集合

可算順序数 ξ に対して

WFξ :=
{

T ∈ WF : ‖T‖ ≤ ξ
}

と定義する. WF0 = {∅, {∅}} だから WF0 は閉集合である. またすべての ξ につ
いて

WFξ =

T ∈ Tr : (∀s ∈ T )

 s 6= ∅ ⇒ T/s ∈
⋃
η<ξ

WFη


だから, 超限帰納法により, すべての可算順序数 ξ に対して WFξ がボレル集合に
なることがわかる.
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1 とボレル集合

こうして真の Π1
1 集合 WF が

WF =
⋃
ξ<ℵ1

WFξ

のように ℵ1 個のボレル集合の和に分解されることになった.
任意のポーランド空間の任意の Π1

1 集合はボレル可測関数による WF の逆像であ
るから, いずれも ℵ1 のボレル集合の和に分解されることになる.
この分解は, 連続体濃度の大きさに依存せず, 選択公理をも必要としない《実効
的》な分解であることが注目に値する.
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A1 と A2 がポーランド空間 X の Σ1
1 集合で, A1 ∩ A2 = ∅ だったとする. このと

き X から Tr へのボレル可測写像 x 7→ T x が存在して

x ∈ A2 ⇔ T x /∈ WF

となっているのだった. よって x ∈ A1 のときは T x ∈ WF である.
集合 {T x : x ∈ A1 } は Tr の Σ1

1 集合であって WF に含まれるから, 有界性補題
により, ある可算順序数 ξ が存在して

{T x : x ∈ A1 } ⊂ WFξ

となる.
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そこで, B = { x ∈ X : T x ∈ WFξ } とおけば, B はボレル集合で,

A1 ⊂ B B ∩ A2 = ∅

となっている.

A1 A2

B
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ルージンの分離定理
A1 と A2 を互いに交わりのない Σ1

1 集合とするとき,

A1 ⊂ B B ∩ A2 = ∅

をみたすボレル集合 B が存在する. すなわち, 交わりのない Σ1
1 集合のペアはボ

レル集合で分離できる.

A1 A2

B
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いま A1 が Σ1
1 集合で, 補集合 A2 = X \ A1 も Σ1

1 だった場合を考えよう. ルージ
ンの分離定理により, A1 を A2 から分離するボレル集合 B が存在する. しかしこ
のとき必然的 B = A1 となるので, A1 はボレル集合である.

こうして次のススリンの定理を得る.
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ススリンの定理
ポーランド空間の部分集合 A がボレル集合であるための必要十分条件は, A と A
の補集合がいずれも Σ1

1 であることである. すなわち等式

B = Σ1
1 ∩Π1

1

が成立する.

ボレル階層の場合と同様に Σ1
1 ∩Π1

1 のことを ∆1
1 と書く. ススリンの定理はこの

∆1
1 が B に等しいことを教えてくれる.
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今回のまとめ

ポーランド空間とボレル集合の階層
Σ1

1 と Π1
1

整礎な木の集合 WF と木のランク
ススリンの定理 B = ∆1

1
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