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前回のあらすじ

古典記述集合論の主な登場人物を紹介した
とくに ω 上の整礎な木の集合 WF が活躍した
ルージンの分離定理と, ススリンの定理 B = ∆1

1 を証明した.
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実効記述集合論とは

20世紀前半に東欧やロシアを中心に発展した古典記述集合論を,
20世紀なかば以降アメリカを中心に発展した計算可能性理論の知見により
再解釈・精密化したのが, これから話す実効記述集合論
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RP空間の定義

距離空間 (X , d) に, 点列 qX
0 , qX

1 , qX
2 ,… が与えられていて, 次の条件 (1)–(3)をみ

たすとき, (X , d , {qX
i }i∈ω) をひとつの再帰的表示つき空間とよぶ.

1 距離 d は完備である.
2 集合 { qX

i : i ∈ ω } は空間 (X , d) において稠密である.
3 自然数 i , j, k, ` に関する 4項関係

d(qX
i , qX

j ) <
`

k + 1 および d(qX
i , qX

j ) ≤
`

k + 1

は, いずれも再帰的である.

以下では RP空間と略記する. (“recursively presented”の略)
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RP空間の例

実数直線 R は, 通常の距離関数と, 有理数を数えあげる再帰的な数列のもとで RP
空間となる.
離散距離空間としての ω は, qω

i = i とすることで RP空間となる.
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RP空間の例

Seqω の要素を数えあげる再帰的な列 {si}i∈ω を考え

qN
i = si ∗ (0, 0, 0, . . .)

とすれば, ベールの零次元空間 N の再帰的表示が得られる. ただし, 距離はベー
ルの距離

d(α, β) =


1

min{ k ∈ ω | α(k) 6= β(k) }+ 1 , (α 6= β のとき)

0, (α = β のとき)

とする. カントール空間 C も同様に RP空間になる.
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RP空間の例

ふたつの RP空間 (X , dX , {qX
i }i∈ω) と (Y , dY , {qY

i }i∈ω) の直積はまた RP空間に
できる.
ω から ω × ω への再帰的な全単射 i 7→ 〈(i)0, (i)1〉 によってペア 〈qX

(i)0
, qY

(i)1
〉 を数

えあげた列を {qX×Y
i }i∈ω とし, 距離関数

d(〈x0, y0〉, 〈x1, y1〉) = dX (x0, x1) + dY (y0, y1)

のもとで考えればよい.
これにより, ユークリッド空間 R2, R3,… は RP空間である.
いろいろな関数空間なども, 多くは具体的な与えられかたに即して RP空間にでき
る. (できない場合もある?)
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RP空間の標準的開基

RP空間 (X , d , {qX
i }i∈ω) において, 集合 NX

i を次のように定義する:

i > 0 のときは i = 2j(2k + 1) (j, k ∈ ω) の形に一意的に書けるから, NX
i は点 qX

j

の距離 d に関する 1
k + 1-近傍とする. i = 0 の場合は NX

0 = X とする.

すると {NX
i }i∈ω は空間 X の開基になる. この開基をこの RP空間の標準的な開

基とする.
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Σ0
1 集合とは

RP空間 X の部分集合 A が, ある再帰的関数 α : ω → ω によって

A =
⋃
i∈ω

NX
α(i)

と書けるとき, A を Σ0
1 集合とよぶ. Σ0

1 集合の補集合を Π0
1 集合とよぶ.

ギリシャ文字が細字になっていることに注意!!
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算術的集合

各 RP空間ですでに Σ0
n と Π0

n が定義されているとして, X × ω の Π0
n 集合 P に

よって
A =

{
x ∈ X : (∃k)[〈x , k〉 ∈ P ]

}
の形に書ける集合 A のことを Σ0

n+1 集合という. Σ0
n+1 集合の補集合を Π0

n+1 集
合という.

最後に ∆0
n = Σ0

n ∩ Π0
n と定義する.

どれかの Σ0
n に属する集合のことを算術的集合という.
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算術的集合

算術的集合の階層は

∆0
1

Σ0
1

Π0
1

∆0
2

Σ0
2

Π0
2

∆0
3

Σ0
3

Π0
3

∆0
4

· · ·

· · ·

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

という具合に n とともに集合族が増大していくことになる. 無限個の点からなる
RP空間においては, いずれの ⊆ においても等号が成立しない.
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普遍集合

各 RP空間 X と n ≥ 1 に対して次の (1)と (2)をみたす集合 UX
n ⊂ ω × X が存在

する.

1 UX
n は Σ0

n � (ω × X) に属する.
2 A ⊂ X が Σ0

n 集合のとき, ある e ∈ ω が存在して

A =
{

x ∈ X : 〈e, x〉 ∈ UX
n
}

が成立する.

このような性質をもつ集合を Σ0
n に関する普遍集合という.
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普遍集合の構成

{ϕe}e∈ω を ω 上の再帰的部分関数の標準的な数えあげとして,

We = { i ∈ ω : ϕe(i)↓ }

と定義する. {We}e∈ω は ω における r.e.集合 (再帰的枚挙可能集合)の標準的な
数えあげになっている.

各 RP空間 X に対して

UX
1 =

{
〈e, x〉 ∈ ω × X : (∃i)[ i ∈ We ∧ x ∈ NX

i ]
}

と定めると, これは Σ0
1 に関する普遍集合である.
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普遍集合の構成

すべての RP空間 X に対して, Σ0
n に関する普遍集合 UX

n が定義されたとして,

UX
n+1 =

{
〈e, x〉 ∈ ω × X : (∃k)[ 〈e, 〈x , k〉〉 /∈ UX×ω

n ]
}

と UX
n+1 を定義すれば, これが Σ0

n+1 に関する普遍集合になる.
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対角線論法

n ≥ 1 として ω の部分集合 D を

D := { e ∈ ω : 〈e, e〉 ∈ Uω
n }

と定義すると, D も Σ0
n 集合である. この集合は Π0

n ではない. なぜなら ω \ D が
Σ0

n だとすれば, 普遍集合の性質から, ある e で

i ∈ ω \ D ⇔ 〈e, i〉 ∈ Uω
n (∀i ∈ ω)

となるが, とくに i = e のときを考えると,

e ∈ ω \ D ⇔ 〈e, e〉 ∈ Uω
n ⇔ e ∈ D

となって矛盾する. よって D /∈ Π0
n であり, Σ0

n � ω が補集合をとる演算のもとで
閉じていないことがわかる.
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対角線論法

Σ0
n, Π0

n, ∆0
n はいずれも有限 ∩ と有限 ∪ のもとで閉じており, その他の演算につ

いては次のように, 閉じていたり, いなかったりする.

Σ0
n Π0

n ∆0
n

ω 上の有界 ∃ ○ ○ ○
ω 上の有界 ∀ ○ ○ ○

ω 上の ∃ ○ × ×
ω 上の ∀ × ○ ×
N 上の ∃ × × ×
N 上の ∀ × × ×
補集合 × × ○
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Σ0
n-再帰的写像の定義

RP空間 X から Y への写像 f : X → Y に対してそのダイアグラム G f を

G f (x , i) ⇔ f (x) ∈ NY
i

によって定義しよう.
X × ω における関係 G f が Σ0

n であるとき, f は Σ0
n-再帰的写像であるという.

この定義によると, 再帰理論における再帰的写像とはここでいう Σ0
1-再帰的写像

のことである.

どれかの n について Σ0
n-再帰的写像になるような写像のことを算術的写像という.
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Σ0
n-再帰的写像の代入と合成

Y × Z における関係 A(y , z) が Σ0
m で, f : X → Y が Σ0

n-再帰的写像のとき,
X × Z における関係 A(f (x), z) は Σ0

m+n−1 である. このことは n に関する帰納法
でわかる.

とくに A として写像 g : Y → Z のダイアグラムを用いると, f : X → Y が Σ0
n-再

帰的, g : Y → Z が Σ0
m-再帰的であるとき, 合成写像 g ◦ f : X → Z が Σ0

m+n−1-再
帰的であるとわかる.
よって, Σ0

1-再帰的写像どうしの合成はまた Σ0
1-再帰的写像であり,

算術的写像どうしの合成はまた算術的写像である.
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Σ0
n-再帰的要素と算術的要素

RP空間 X の要素 a が Σ0
n-再帰的であるとは, ω における関係としての

Ga(i) ⇔ a ∈ NX
i

が Σ0
n に属することをいう.

とくに Σ0
1-再帰的要素のことを単に再帰的要素といい,

ある n について Σ0
n-再帰的である要素のことを算術的要素という.

f : X → Y が Σ0
m-再帰的写像で a ∈ X が Σ0

n-再帰的要素のとき, f (a) は Y の
Σ0

m+n−1-再帰的要素である. とくに算術的写像に関する算術的要素の値はまた算
術的要素になる.
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N からの再帰的全射とその逆

任意の RP空間 X に対して, 算術的な全射

p̄X : N � X

と算術的な単射
iX : X � N

を, p̄X ◦ iX = idX となるようにとれる. (予稿:命題 3.8)
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N からの再帰的全射とその逆

これにより, 算術的階層の議論の大部分が N 上の話に帰着される. たとえば,

a ∈ X が算術的要素⇔ iX (a) ∈ N が算術的要素
⇔ (∃α ∈ N )[ a = p̄X (α) ∧ α が算術的要素 ]

となる.
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Σ1
1 集合とは

RP空間 X の部分集合 A について次の (1)–(6)は同値である.

1 ススリン系 {Fs}s∈Seqω
で X × Seqω における関係としての x ∈ Fs が Π0

1 で
あるようなものが存在して, A はこのススリン系の核である.

2 ススリン系 {Bs}s∈Seqω
で X × Seqω における関係としての x ∈ Bs が算術的

であるようなものが存在して, A はこのススリン系の核である.
3 Σ0

1-再帰的写像 f : N → X が存在して A = f [N ] となる.
4 算術的集合 B ⊂ Y と算術的写像 f : Y → X が存在して A = f [B] となる.
5 Π0

1 集合 C ⊂ X ×N が存在して, A = projC となる.
6 算術的集合 B ⊂ X × Y が存在して, A = projB となる.

これらの条件をみたす集合 A のことを Σ1
1 集合という. Σ1

1 集合の補集合のこと
を Π1

1 集合という. Σ1
1 でありかつ Π1

1 でもある集合のことを ∆1
1 集合という.
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Π1
1 集合としての WF

前回の講義で活躍した Π1
1 集合 WF を思い出そう. その補集合は

Tr \ WF =
⋃
α∈N

⋂
n∈ω

(α � n)+Tr

と, ススリン系の核の形で書けた. ここでススリン系 {(s)+Tr}s∈Seqω
は算術的であ

るから, Tr \ WF は Σ1
1 であり, WF は Π1

1 である.

整礎な木のランクを比較する二項関係 ≤Σ は Σ1
1 であり, ≤Π は Π1

1 である.
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Π1
1 集合としての WF

A ⊂ X が Π1
1 だったとして X \ A を算術的なススリン系 {Bs}s∈Seqω

の核として
表わしたとしよう:

X \ A =
⋃
α∈N

⋂
n∈ω

Bα�n

このとき
T x = { s ∈ Seqω : (∀i ≤ len(s))[x ∈ Bs�i ] }

とおけば, X から Tr への写像としての x 7→ T x は算術的写像であり,

x ∈ A ⇔ T x ∈ WF

となる. したがって任意の Π1
1 集合はなんらかの算術的写像による WF の逆像と

して得られることになる. 逆に算術的写像による Π1
1 集合の逆像はまた Π1

1 集合に
なる.
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各種演算との関係

これまでに紹介した集合族は, いずれも有限 ∩ と有限 ∪ のもとで閉じており, そ
の他の演算については次のように, 閉じていたり, いなかったりする.

Σ0
n Π0

n ∆0
n Σ1

1 Π1
1 ∆1

1
ω 上の有界 ∃ ○ ○ ○ ○ ○ ○
ω 上の有界 ∀ ○ ○ ○ ○ ○ ○

ω 上の ∃ ○ × × ○ ○ ○
ω 上の ∀ × ○ × ○ ○ ○
N 上の ∃ × × × ○ × ×
N 上の ∀ × × × × ○ ×
補集合 × × ○ × × ○

また, いずれのクラスも Σ0
1-再帰的写像の代入のもとで閉じている.
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クライゼルの一意化定理

Tr における二項関係 ≤Σ と ≤Π は, それぞれ Σ1
1 と Π1

1 に属し,

T ′ ∈ WF ⇒ (∀T )
[
(T ∈ WF ∧ ‖T‖ ≤ ‖T ′‖) ⇔ T ≤Σ T ′ ⇔ T ≤Π T ′ ]

をみたすのだった. この ≤Σ と ≤Π を使って, 次の有用な定理が示される.
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クライゼルの一意化定理

クライゼルの一意化定理
A(x , i) を X × ω における Π1

1 関係とするとき, 次の条件 (1)–(3)をみたす A∗(x , i)
が存在する.

1 A∗(x , i) も X × ω における Π1
1 関係である.

2 (∀x)[ (∃i)A(x , i) ⇔ (∃i)A∗(x , i) ].
3 (∀x)(∀i , j)[A∗(x , i) ∧ A∗(x , j) ⇒ i = j ].

すなわち, A∗(x , i) は (∃i)A(x , i) をみたす x に対してそのような i のひとつを選
んで対応させる部分関数のグラフになっている.
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クライゼルの一意化定理の証明

X × ω から Tr への算術的写像 〈x , i〉 7→ T x ,i で

A(x , i) ⇔ T x ,i ∈ WF

となるものがある. そこで, 順序数 ‖T x ,i‖ を最小にする i のうちで, 自然数の通
常の順序で最小のものを選ぶことにする. そうすると,

A∗(x , i) ⇔ T x ,i ∈ WF ∧ (∀j)[T x ,i ≤Π T x ,j ] ∧ (∀j < i)[¬(T x ,j ≤Σ T x ,i)]

と Π1
1 で書けることになる. □

単に A(x , i) をみたす最小の i を選ぶと, その関係は一般には Π1
1 にならない.

第 3回の講演において, いろいろの補題を証明するのにこのクライゼルの一意化
定理が利用される.
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補足: 近藤–アディソンの一意化定理

クライゼルの一意化定理では X × ω における Π1
1 関係を一意化した. 実はもっと

強く, 任意の RP空間 Y について X × Y における Π1
1 関係が Π1

1 関係で一意化で
きることが知られている. これを近藤–アディソンの一意化定理という.

(当初はその証明も紹介するつもりだったが, 準備が間に合わなかった.)
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再帰的順序数と ωCK
1

ω 上の整礎な木 T で Seqω の ∆0
1-部分集合であるもののランク ‖T‖ の形で得ら

れる順序数を再帰的順序数という. ξ が再帰的順序数のとき, すべての η < ξ もま
た再帰的順序数である. また, 再帰的順序数は可算個しかないので, その最小上界
もまた可算順序数とわかる.

ωCK
1 := sup{ ‖T‖ : T ∈ WF, T は ∆0

1 }

と書いて, これをチャーチ–クリーネのオメガ 1とよぶ.

整礎な木 T が算術的あるいは ∆1
1 であれば ‖T‖ < ωCK

1 となることがわかって
いる.
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有界性補題 (実効バージョン)

A が空間 Tr の Σ1
1 部分集合で A ⊂ WF のとき,

sup{ ‖T‖ : T ∈ A } < ωCK
1

となる.

(証明) C ⊂ ω を Π1
1 であって Σ1

1 でない集合とする. このとき算術的写像
f : ω → Tr が存在して i ∈ C ⇔ f (i) ∈ WF となっている. i ∈ C のとき f (i) は算
術的な整礎な木なので ‖f (i)‖ < ωCK

1 である. ここでもしも T ∈ A 全体にわたる
‖T‖ の上限が ωCK

1 以上であったならば,

i ∈ C ⇔ (∃T )[T ∈ A ∧ f (i) ≤Σ T ]

となるが, このとき C が Σ1
1 になってしまって矛盾する. □
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有界性補題の実効バージョンをもちいて分離定理の実効バージョンを示せる.

ルージンの分離定理 (実効バージョン)

RP空間 X の二つの互いに交わらない Σ1
1 集合 A1 と A2 に対して, A1 を A2 から

分離するボレル集合 B を, ある再帰的順序数 ξ に関して Π0
ξ ∩∆1

1 からとれる.

(証明) 再帰的写像 f : X → Tr を A2 = X \ f −1[WF] となるようにとる. 像 f [A1]
は WF に含まれる Σ1

1 集合であるから, 有界性補題 (実効バージョン)によりある
再帰的順序数 η について f [A1] ⊂ WFη である. η が再帰的順序数なので, WFη

は ∆1
1 集合である. B = f −1[WFη] とおこう. B は A1 を A2 から分離するボレル

集合で, ∆1
1 に属する. あとは次の補題に注意すれば, ξ = η + ω として証明が終わ

る. (→)
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補題 (予稿:命題 2.21)

可算順序数 ξ と θ が ωθ ≤ ξ < ω(θ + 1) をみたすとき, WFξ は Π0
2θ+1 に属する.

とくにすべての可算順序数 ξ について WFξ ∈ Π0
ξ+1 である.

この補題は前回紹介した式

WFξ =

T ∈ Tr : (∀s ∈ T )

 s 6= ∅ ⇒ T/s ∈
⋃
η<ξ

WFη


にもとづく帰納法で証明できる. □
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二つの互いに交わらない Σ1
1 集合は, Π0

<ωCK
1

∩∆1
1 に属するボレル集合で分離で

きる.

第 4回の講義で, この Π0
<ωCK

1
∩∆1

1 という点集合族に対する, よりよい表示を与
える.
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相対化

RP空間 Y と X があって A ⊂ Y × X が Σ0
n に属するとする. y ∈ Y における A

の切り口とは集合
(A)y := { x ∈ X : 〈y , x〉 ∈ A }

のことである. いま Y ×X の Σ0
n 集合 A の y における切り口 (A)y の形で得られ

る X の部分集合のことを Σ0
n(y) 集合という. Π0

n(y) 集合, Σ1
1(y) 集合, Π1

1(y) 集
合についても, 同様に切り口を用いて定義する.

そのうえで改めて, Σ0
n(y) かつ Π0

n(y) である集合を ∆0
n(y) 集合といい, Σ1

1(y) か
つ Π1

1(y) である集合を ∆1
1(y) 集合という.
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相対化

このような相対化された点集合族を考えることで,

Σ0
n =

⋃
α∈N

Σ0
n(α), Π0

n =
⋃
α∈N

Π0
n(α), ∆0

n =
⋃
α∈N

∆0
n(α),

Σ1
1 =

⋃
α∈N

Σ1
1(α), Π1

1 =
⋃
α∈N

Π1
1(α), ∆1

1 =
⋃
α∈N

∆1
1(α)

となり, 古典記述集合論の太字の集合族との対応がつく. これにより, 古典記述集
合論の問題に実効記述集合論の方法でのアプローチが可能になる.
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Γ-再帰的部分写像

ϕ が X から Y への部分写像であることを

ϕ : X 99K Y

と書く. x ∈ Domain(ϕ) のことを ϕ(x)↓ と書く.

以下しばらく, Γ を Σ0
n, Π0

n, ∆0
n, Σ1

1, Π1
1, ∆1

1 あるいはその相対化のいずれかと
する.
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Γ-再帰的部分写像

部分写像 ϕ : X 99K Y のダイアグラム Gϕ を, X × ω における関係

Gϕ(x , i) ⇔ ϕ(x)↓ ∧ ϕ(x) ∈ NY
i

と定義する. この Gϕ が Γ に属するとき, ϕ のことを Γ-再帰的部分写像とよぶ.
(注意: これは標準的な定義とは微妙に異なる.)

ω 上の部分写像が, この意味で Σ0
1-再帰的部分写像であることと, 再帰理論でいう

再帰的部分関数であることとは同値である.

われわれはつねに NY
0 = Y となるように標準的開基を選んでいるので, ϕ が Γ-再

帰的ならば ϕ(x)↓ は Γ に属する関係となる. (標準的開基の選びかたを変えると,
このためには Γ が ω 上の ∃ のもとで閉じていることが必要になる.)
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Γ-再帰的部分写像

次の命題は n に関する帰納法で証明できる.

算術的関係への算術的部分写像の代入
ϕ : X 99K Y が Σ0

m-再帰的部分写像で, y と z の関係 A(y , z) が Σ0
n に属するとき,

x と z の関係 ϕ(x)↓ ∧A(ϕ(x), z) は Σ0
m+n−1 に属する. したがって, Σ0

m-再帰的部
分写像と Σ0

n-再帰的部分写像の合成は Σ0
m+n−1-再帰的部分写像である.

この意味で, Σ0
1-再帰的関係のクラスは Σ0

1-再帰的部分写像の代入のもとで閉じて
いる. また, 算術的関係全体のクラスは算術的部分写像の代入のもとで閉じている.
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次の命題は重要である.

Π1
1 関係への Π1

1-再帰的部分写像の代入

ϕ : X 99K Y が Π1
1-再帰的部分写像で, y と z の関係 A(y , z) が Π1

1 に属するとき,
x と z の関係 ϕ(x)↓ ∧ A(ϕ(x), z) もまた Π1

1 に属する. したがって, Π1
1-再帰的部

分写像どうしの合成は, また Π1
1-再帰的部分写像である.
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Γ-再帰的部分写像: 命題の証明

ダイアグラム Gϕ(x , i) ⇔ ϕ(x)↓ ∧ ϕ(x) ∈ NY
i が Π1

1 であったとする.
いま ϕ(x)↓ であれば,

A(ϕ(x), z) ⇔ (∀y)[A(y , z) ∨ (∃i)[ϕ(x) ∈ NY
i ∧ y /∈ NY

i ]]

だから,

ϕ(x)↓ ∧ A(ϕ(x), z) ⇔ Gϕ(x , 0) ∧ (∀y)[A(y , z) ∨ (∃i)[Gϕ(x , i) ∧ y /∈ NY
i ]]

となり, これも Π1
1 である. □
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今回のまとめ

RP空間 (再帰的表示つき空間)
算術的階層 Σ0

n, Π0
n, ∆0

n

Σ1
1 と Π1

1
ルージンの分離定理の実効バージョン
相対化
Γ-再帰的部分写像
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