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前回までのあらすじ

われわれは古典記述集合論の計算論的な精密化である実効記述集合論の探求を開
始した.

古典記述集合論の主要な研究対象である Σ1
1 と Π1

1 の実効記述集合論での対応物
Σ1

1 と Π1
1 が定義された. 連続写像に実効的に対応するのは Σ0

1-再帰的写像である.

算術的写像や Π1
1-再帰的部分写像などが定義されたが, さてその正体は? これらは

ボレル可測写像の実効的対応物といえるのか?



実効記述集合
論 (その 3)

藤田 博司

∆1
1-再帰的要素
の数え上げ

選択補題

ポジティブな
算術的集合
演算

ボレル集合の
コード

∆1
1-再帰的要素

RP空間の Y の要素 a が ∆1
1-再帰的であるとは, ω における関係としての

Ga(i) ⇔ a ∈ NY
i が ∆1

1 になることであった. Y の ∆1
1-再帰的要素全体の集合を

(∆1
1)

Y と書くことにする.

RP空間 X の要素 x を固定しよう. Y の要素 a が ∆1
1(x)-再帰的であるとは, 上記

Ga(i) が ∆1
1(x) であることをいう. Y の ∆1

1(x)-再帰的要素全体の集合を
(∆1

1(x))Y と書くことにする.

このあと, X × Y における関係としての y ∈ (∆1
1(x))Y が Π1

1 であること, および
それに関連した結果を紹介する.
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Π1
1-再帰的部分写像による ∆1

1 の数え上げ

命題 (予稿: 命題 3.18)

任意の RP空間 X と Y に対して Π1
1-再帰的部分写像 dX ,Y : ω × X 99K Y が存在

して, 各要素 x について

(∆1
1(x))Y = {dX ,Y (e, x) : e ∈ ω ∧ dX ,Y (e, x)↓ }

が成立する.

命題の証明の前に, この命題から導かれる定理を 2つ紹介する.
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Π1
1-再帰的部分写像による ∆1

1 の数え上げ

定理 (予稿: 定理 6)

X × Y における関係 y ∈ (∆1
1(x))Y は Π1

1 である.

(証明) これは次の同値性からあきらかである

y ∈ (∆1
1(x))Y ⇔ (∃e)[dX ,Y (e, x)↓ ∧ (∀i)[ y ∈ NY

i ⇒ dX ,Y (e, x) ∈ NY
i ] ]. □
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Π1
1-再帰的部分写像による ∆1

1 の数え上げ

定理 (予稿: 定理 7)

P(x , y) を X × Y における Π1
1 関係とし,

Q(x) ⇔ (∃y ∈ (∆1
1(x))Y )P(x , y)

とおく. このとき Q(x) も Π1
1 である.

(証明) 定義から

Q(x) ⇔ (∃e)[dX ,Y (e, x)↓ ∧ P(x ,dX ,Y (e, x)) ]

であり, Π1
1 は Π1

1-再帰的部分関数の代入のもとで閉じているからよい. □
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数え上げ部分写像の構成

まず Y = N の場合を考える.

Π1
1 � (X × ω × ω) に対する普遍集合 U ⊂ ω × X × ω × ω をとり, 関係 U(e, x , i , j)
を j について一意化する Π1

1 関係 U∗(e, x , i , j) を考えよう:

(∀e, x , i)[ (∃j)U(e, x , i , j) ⇔ (∃!j)U∗(e, x , i , j) ].

部分写像 dX ,N : X 99K N は次のように定義される. まず

dX ,N (e, x)↓ ⇔ (∀i)(∃j)U∗(e, x , i , j)

とし, そのとき, 各 i に対し U∗(e, x , i , j) をみたす唯一の j を対応させる関数を
dX ,N (e, x) とする.
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数え上げ部分写像の構成

すると e と x の関係としての dX ,N (e, x)↓ は Π1
1 関係であり, 有限列 s ∈ Seqω に

対して

dX ,N (e, x)↓ ⇒ [dX ,N (e, x) ⊃ s ⇔ (∀i < len(s))U∗(e, x , i , s(i)) ]

である. したがって dX ,N は Π1
1-再帰的部分写像である.
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数え上げ部分写像の構成

いま dX ,N (e, x)↓ だったとして dX ,N (e, x) = α とおこう. すると

α(i) = j ⇔ U∗(e, x , i , j) ⇔ (∀k)[U∗(e, x , i , k) ⇒ k = j ]

なので α は N の ∆1
1(x)-再帰的な要素である.

逆に α が N の ∆1
1(x)-再帰的な要素だとすれば, i と j の関係としての α(i) = j

は Π1
1(x) だから, ある e で

(∀i , j)[α(i) = j ⇔ U(e, x , i , j) ]

である. このとき (∀i)(∃j)U(e, x , i , j) なので dX ,N (e, x)↓ であり, しかもこのとき
α = dX ,N (e, x) である.

これで X = N のときの証明ができた.
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数え上げ部分写像の構成

一般の RP空間 Y について考える. 前回論じたとおり, 算術的な全射
p̄Y : N � Y と算術的な単射 iY : Y � N で p̄Y ◦ iY = idY となるものが存在す
る. dX ,Y (e, x) ' p̄X (dX ,N (e, x)) と定めよう. すると dX ,N (e, x)↓ のとき
dX ,Y (e, x)↓ であり, dX ,Y (e, x) は dX ,N (e, x) の算術的写像による像なので
∆1

1(x)-再帰的要素である. 逆に y ∈ Y が ∆1
1(x)-再帰的要素であれば iY (y) は N

の ∆1
1(x)-再帰的要素だからある e について iY (y) = dX ,N (e, x) となり, このと

き y = p̄Y (iY (y)) = p̄Y (dX ,N (e, x)) = dX ,Y (e, x) となる. したがって dX ,Y は要
件をみたし, しかも算術的写像と Π1

1-再帰的部分写像の合成であるからまた Π1
1-再

帰的部分写像である. □
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記号の補足

α ∈ N すなわち α : ω → ω のとき, n = 0, 1, 2, . . . に対して (α)n ∈ N を

(α)n(i) = α
(
2n(2i + 1)

)
(i = 0, 1, 2, . . .)

によって定義する.

これにより可算無限個の無理数を一個の無理数でコードできる.

このとき α(0) が参照されていないことにも注意しよう.
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数え上げ部分関数の応用例

補題 (予稿: 補題 3.19)

E ⊂ (∆1
1)

N で E 自身が ∆1
1 であるとき, ある γ ∈ (∆1

1)
N について

E = { (γ)n : n ∈ ω } となる.

(証明) N × ω における関係 P(α, e) を dω,N (e, 0)↓ = α と定義すればこれは Π1
1

であるから, クライゼルの一意化定理により, ある Π1
1 関係 P∗(α, e) によって一意

化される. 関数 f : N → ω を α /∈ E のとき f (α) = 0 とし α ∈ E のとき f (α) は
P∗(α, e) をみたす唯一の e とすれば, f は ∆1

1-再帰的写像である. 像 f [E ] は ∆1
1

集合である. そこで f [E ] の要素を昇順に数え上げる関数を β : ω → ω とすれば,
これは ∆1

1-再帰的である. あとは γ を γ(2m(2n + 1)) = (dω,N (β(m), 0))(n) とな
るように定めれば, γ も ∆1

1-再帰的である. この γ が求めるものである. □
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選択補題

選択補題 A (予稿: 補題 4.1, 前半)

A を X × Y における Π1
1 関係とする. A+ = { x ∈ X : (∃y ∈ ∆1

1(x))A(x , y) } と
おく. このとき Π1

1-再帰的部分写像 ϕ : X 99K Y が存在して, 条件
1 ϕ(x)↓ ⇔ x ∈ A+,
2 x ∈ A+ ⇒ ϕ(x) ∈ ∆1

1(x),
3 x ∈ A+ ⇒ A(x , ϕ(x))
をみたす.
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選択補題Aの証明

X × ω における関係 Ã(x , e) を

Ã(x , e) ⇔ dX ,Y (e, x)↓ ∧ A(x ,dX ,Y (e, x))

によって定義すると, Ã(x , e) も Π1
1 である. そこでクライゼルの一意化定理によ

り, Ã(x , e) を e について一意化する Π1
1 関係 A∗(x , e) が存在する. この A∗(x , e)

はある Π1
1-再帰的部分写像 ψ : X 99K ω のグラフであり,

ψ(x)↓ ⇔ (∃e)Ã(x , e) ⇔ x ∈ A+

となる. ϕ(x) ' dX ,Y (ψ(x), x) によって部分写像 ϕ : X 99K Y を定めよう. これも
Π1

1-再帰的部分写像であって,

(∀x ∈ A+)[ϕ(x)↓ ∧ A(x , ϕ(x)) ]

をみたす. この ϕ(x) が求めるものである. □
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選択補題の系

選択補題 B (予稿: 補題 4.1, 後半)

A と A+ を前と同じものとする. B ⊂ A+ が Σ1
1 であれば, ∆1

1-再帰的写像
f : X → Y が存在して, (∀x ∈ B)A(x , f (x)) となる.

(証明) A+ は Π1
1 なのでルージンの分離定理の実効バージョンにより ∆1

1 集合 C
が存在して, B ⊂ C ⊂ A+ となっている. 前の命題で得られた Π1

1-再帰的部分写像
ϕ について,

(ϕ � C)(x)↓ ∧ ϕ(x) ∈ NY
i ⇔ x ∈ C ∧ (∃e)[A∗(x , e) ∧ dX ,Y (e, x) ∈ NY

i ] (Π1
1)

⇔ x ∈ C ∧ (∀e)[A∗(x , e) ⇒ dX ,Y (e, x) ∈ NY
i ] (Σ1

1)

であるから ϕ � C は ∆1
1-再帰的部分写像である. このとき ∆1

1-再帰的写像
f : X → Y で f � C = ϕ � C となるものが存在する. □
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単調な集合演算

集合 X に対して, 冪集合の写像 Φ: P(X) → P(X) を X 上の集合演算ということ
にする. 集合演算 Φ は,

A ⊂ B ⊂ X ⇒ Φ(A) ⊂ Φ(B)

をみたすとき単調であるという.

Φ を X 上の単調な集合演算とするとき, X の部分集合族 {A : Φ(A) ⊂ A } は X
を含むので空でない. その共通部分

Φ∞ :=
⋂

{A ⊂ X : Φ(A) ⊂ A }

は Φ(Φ∞) = Φ∞ をみたすという意味で Φ の不動点であり, かつ, 包含関係に関
して最小の不動点になっている.
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単調な集合演算

いろいろな数学的操作が単調な集合演算の最小不動点を求める操作に帰着する.
(部分群の生成, ボレル集合族の生成, 公理系からの定理の集合の生成, etc.)
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帰納的に定義された集合

最小不動点を求めるもうひとつの方法として帰納的定義に注目する.

Φ0 = Φ(∅), Φ1 = Φ(Φ0), Φ2 = Φ(Φ1), . . .

のように空集合から出発して Φ を繰り返し適用する. 一般に順序数 ξ に対して

Φξ = Φ

⋃
η<ξ

Φη


とする. 単調性により, η < ξ のとき Φη ⊂ Φξ となる. そこである順序数 ξ につ
いて Φξ+1 = Φξ が成立することになる. 等式 Φξ+1 = Φξ が成立するような最小
の順序数 ξ を |Φ| と書くことにする. 最小不動点は Φ∞ = Φ|Φ| である.

最小不動点 Φ∞ を Φ から帰納的に定義された集合とよぶ.
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ポジティブな算術式

RP空間 X の部分集合をあらわす変数 S を考える. S にかんしてポジティブな算
術式とは次のように構成できる式のことをいう:

1 f (x1, . . . , xk) が X を終域とする算術的写像 (の定義式)とするとき,
f (x1, . . . , xk) ∈ S は S にかんしてポジティブな算術式である.

2 変数 S を含まない任意の算術式は S にかんしてポジティブな算術式である.
3 ϕ と ψ が S にかんしてポジティブな算術式ならば, ϕ ∧ ψ と ϕ ∨ ψ も S に
かんしてポジティブな算術式である.

4 ϕ(x1, . . . , xk , i ,S) が S にかんしてポジティブな算術式ならば,
(∀i)ϕ(x1, . . . , xk , i ,S) と (∃i)ϕ(x1, . . . , xk , i ,S) も S にかんしてポジティブな
算術式である.

(これも帰納的定義の一例である)
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ポジティブな算術的集合演算

RP空間 X 上の集合演算 Φ: P(X) → P(X) が, 変数 x と S だけを自由変数にも
ち S にかんしてポジティブな算術式 ϕ(x ,S) によって

Φ(S) = { x ∈ X : ϕ(x ,S) }

と定義されるならば, Φ のことをポジティブな算術的集合演算とよぶ.

ポジティブな算術的集合演算は単調である.
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センザーの定理

さしあたっての目標は次の定理である.

センザーの定理 (予稿: 定理 9)

RP空間上のポジティブな算術的集合演算 Φ の最小不動点 Φ∞ は Π1
1 集合である.

以下 X を RP空間, Φ をポジティブな算術式 ϕ(x ,S) の定める X 上のポジティブ
な算術的集合演算とする.
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センザーの定理の証明

補題 1 (予稿: 補題 5.3)

A ⊂ X , x ∈ X とする. x /∈ Φ(A) ならば, ある補可算集合 B ⊂ X について A ⊂ B
かつ x /∈ Φ(B) が成立する.

(証明) 十分大きい無限基数 κ に対して, 遺伝的に濃度 κ 未満の集合全体のなす
集合論のモデル H(κ) を考える. いま H(κ) の初等部分モデル M を X ,A ∈ M と
なるようにとったとすると, ポジティブな算術式 ψ(x1, . . . , xk ,S) の構成に関する
帰納法によって, x1, . . . , xk ∈ X ∩ M のとき

(∀A′ ⊂ X)[A ∩ M = A′ ∩ M ⇒ (ψ(x1, . . . , xk ,A) ⇔ ψ(x1, . . . , xk ,A′)) ]

が示される. (ここで A′ が M に属している必要はない.) そこで M ≺ H(κ),
X ,A, x ∈ M, |M| = ℵ0 となるように M をとり, B = (X \ M) ∪ (A ∩ M) とすれ
ば, B は補可算集合で, A ⊂ B かつ ϕ(x ,A) ⇔ ϕ(x ,B) となる. とくに x /∈ Φ(A)
なので x /∈ Φ(B) である. □
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センザーの定理の証明

補題 2 (予稿: 補題 5.4)

Φ∞ =
⋂

{A ⊂ X : A は補可算集合で Φ(A) ⊂ A }

(証明) (左辺)⊂(右辺)はあきらか. (左辺)⊃(右辺)を示すために x /∈ Φ∞ とする.
すると補題 1により Φ∞ ⊂ A0 かつ x /∈ Φ(A0) をみたす補可算集合 A0 が存在す
る. A0 ⊃ Φ(A0) なら話はそれで済む. そうでなかったとすると Φ(A0) \ A0 が空
でない可算集合なので Φ(A0) \ A0 = { xi : i ∈ ω } と並べられる. 各 i について
xi /∈ A0 なので xi /∈ Φ∞ で, ふたたび補題 1により補可算集合 Bi を Bi ⊃ Φ∞ か
つ xi /∈ Φ(Bi) となるようにとれる. B =

⋂
i∈ω Bi としよう.

(Φ(A0) \ A0) ∩Φ(B) = ∅ だから Φ(B) ∩Φ(A0) ⊂ A0 である. そこで A1 = B ∩ A0
とおくと, A1 ⊃ Φ∞ かつ Φ(A1) ⊂ A0 となる. (つづく)
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順次この要領で補可算集合 An をとって,

x /∈ A0,

A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · ,
An ⊃ Φ∞, Φ(An+1) ⊂ An

とできる. A =
⋂

n∈ω An としよう. すると Φ(A) ⊂ Φ(An+1) ⊂ An より Φ(A) ⊂ A
となり, A は補可算集合で x /∈ A である. したがって, x /∈ (左辺)ならば x /∈ (右
辺)である. □
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(定理の証明) 算術的な全射 p̄X : N � X を考え, 各 α ∈ N に対して

Aα = X \ { p̄X ((α)n) : n ∈ ω}

とおく. Aα は補可算集合であり, また X のすべての補可算部分集合は, ある α に
ついての Aα になっている. ポジティブな算術式の構成に関する帰納法により,
x ∈ X と α ∈ N に関する関係としての x ∈ Φ(Aα) は算術的である. また

Aα ⊃ Φ(Aα) ⇔ (∀n)[ p̄X ((α)n) /∈ Φ(Aα) ]

であるから α に関する関係としての Aα ⊃ Φ(Aα) は算術的である. 補題 2により,

x ∈ Φ∞ ⇔ (∀α)[Aα ⊃ Φ(Aα) ⇒ x ∈ Aα ]

であるから, Φ∞ は Π1
1 である. □
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帰納的な定義の事例

すでに何度か述べたとおり, 整礎な木のランクの定義から,

WFξ =

T ∈ Tr : (∀s)

 s ∈ T \ {∅} ⇒ T/s ∈
⋃
η<ξ

WFη


となる. いま

ϕ(T ,S) ⇔ (∀s)[ s /∈ T \ {∅} ∨ T/s ∈ S ]

と定めれば, ϕ(T ,S) は S にかんしてポジティブな算術式であって, この ϕ(T ,S)
から定まるポジティブな算術的集合演算を Φ とすると
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帰納的な定義の事例

WFξ = Φ

⋃
η<ξ

WFη

 となる. そこで, Φξ = WFξ, Φ∞ = WF となる.

WF が Π1
1 であり, 可算順序数 ξ に対して WFξ がボレル集合であることをすでに

示したが, このことは一般にポジティブな算術的集合演算から帰納的に定義され
る集合にあてはまる. すなわち, A がボレル集合なら, Φ(A) もボレル集合になる
から, ξ に関する帰納法で ξ が可算のとき Φξ がボレル集合であることがいえる.
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B-コードとは

α ∈ N が X の部分集合の B-コードであるということを次のように定義したい:

α(0) = 0 のとき, α は開基のメンバー NX
α(1) の B-コードであるとする.

α(0) > 0 で 各 n ∈ ω について (α)n が集合 An の B-コードであるとき, α
は

⋂
n∈ω(X \ An) の B-コードである.

α が集合の B-コードになるのは, 以上の場合以外にない.

ボレル階層の再帰的定義に沿った帰納法で, すべてのボレル集合が B-コードをも
つことがわかる. では逆に B-コードをもつ集合はボレル集合だろうか. それ以前
に, α ∈ N が B-コードであるということをきちんと定義できるだろうか.
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B-コードとは

N における二項関係 / を

β / α⇔ α(0) > 0 ∧ (∃n)[β = (α)n ]

と定義し, 集合 BC ⊂ N を α を出発点とする /-無限降下列が存在しないような
α ∈ N の全体とする:

BC := {α ∈ N : ¬(∃γ)[ (γ)0 = α ∧ (∀n)[ (γ)n+1 / (γ)n ] ]}.

すると BC は Π1
1 集合である. ボレル階層の再帰的定義に沿った帰納法によって,

すべてのボレル集合が BC に属する B-コードをもつことがわかる. 関係 / は BC
上で整礎的であり, この整礎的関係 / に関する帰納法で, どの α ∈ BC もあるボレ
ル集合の B-コードであることが示される. そこで, 集合 BC が集合の B-コードの
全体であるものと定義する.
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B-コードとは

こうして B-コードの定義は確定したが, では実際のところどの α ∈ BC がどのボ
レル集合の B-コードになっているのだろうか.

BC の要素 α をみて, それがコードするボレル集合を復元する手段を確保したい.
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B-コードとは

そのために, 集合 Code ⊂ N × X × {0, 1} を,

〈α, x , c〉 ∈ S ⇔
(
α(0) = 0 ∧

(
(c = 0 ∧ x ∈ NX

α(1)) ∨ (c = 1 ∧ x /∈ NX
α(1))

))
∨
[
α(0) > 0 ∧ (∀n)(〈(α)n, x , 0〉 ∈ S ∨ 〈(α)n, x , 1〉 ∈ S)

∧
(
(∀n)(〈(α)n, x , 1〉 ∈ S ∧ c = 0) ∨ (∃n)(〈(α)n, x , 0〉 ∈ S ∧ c = 1)

)]
をみたす最小の S と定義しよう. この定義は 〈α, x , c〉 ∈ Code が, α ∈ BC であり,
α がコードするボレル集合を B とするとき

x ∈ B かつ c = 0 または x /∈ B かつ c = 1

となることを意図している. 上の同値式の右辺は S に関してポジティブな算術式
であることに注意しよう.
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S に関してポジティブな算術式

ϕ(α, x , c,S) ⇔
(
α(0) = 0 ∧

(
(c = 0 ∧ x ∈ NX

α(1)) ∨ (c = 1 ∧ x /∈ NX
α(1))

))
∨
[
α(0) > 0 ∧ (∀n)(〈(α)n, x , 0〉 ∈ S ∨ 〈(α)n, x , 1〉 ∈ S)

∧
(
(∀n)(〈(α)n, x , 1〉 ∈ S ∧ c = 0) ∨ (∃n)(〈(α)n, x , 0〉 ∈ S ∧ c = 1)

) ]
の定める N ×X ×{0, 1} 上のポジティブな算術的集合演算を Φ とすれば, その最
小不動点が Code であるから, Code は Π1

1 集合である.
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B-コードとは

そこで N × X の部分集合 B+
X と B−

X を,

〈α, x〉 ∈ B+
X ⇔ α ∈ BC ∧ 〈α, x , 0〉 ∈ Code,

〈α, x〉 ∈ B−
X ⇔ α ∈ BC ∧ 〈α, x , 1〉 ∈ Code

と定めれば, B+
X と B−

X はともに Π1
1 集合であり, α ∈ BC のときすべての x ∈ X

について
x ∈ (B+

X )α ⇔ x /∈ (B−
X )α

となる. したがって (B+
X )α と (B−

X )α は ∆1
1(α) 集合, したがってボレル集合で

ある.
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B-コードとは

逆に B ⊂ X をボレル集合とするとき, B ∈ Π0
ξ をみたす最小の順序数 ξ にかんす

る帰納法により, ある α ∈ BC が存在して B = (B+
X )α となることが示される.

こうして, α ∈ BC のとき (B+
X )α が α を B-コードとするボレル集合であり,

(B−
X )α がその補集合だとわかった.
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B-コードのランク

BC0 と BC1 を

BC0 = {α ∈ N : α(0) = 0 }
BC1 = BC0 ∪ {α ∈ N : α(0) > 0 ∧ (∀n)[(α)n ∈ BC0] }

とすれば, ボレル集合が Π0
0 に属することと BC0 に B-コードをもつこととは同

値であり, また Π0
1 に属することと BC1 に B-コードをもつこととが同値である.

以下同様に可算順序数 ξ に対して帰納的に

BCξ = BC0 ∪

α : α(0) > 0 ∧ (∀n)

(α)n ∈
⋃
η<ξ

BCη


と定義すれば, ボレル集合が BCξ に属する B-コードをもつことと Π0

ξ に属する
ことが同値になる.
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BCξ は S に関してポジティブな算術式

ϕ(α, S) ⇔ α(0) = 0 ∨ [α(0) > 0 ∧ (∀n)[(α)n ∈ S]]

によって定まるポジティブな算術的集合演算 Φ によって帰納的に定義される Φξ

に一致する. とくに, 各 BCξ はボレル集合である.
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補題 (予稿: 補題 6.1)

N × Tr における関係 T ∈ WF ∧ α ∈ BC‖T‖ は Π1
1 である. とくに任意の再帰的

順序数 ξ に対して BCξ は Π1
1 集合である.

(証明) N × Tr の部分集合をあらわす変数 S に関するポジティブな算術式

ϕ(α,T ,S) ⇔ (α(0) = 0 ∧ T = {∅})
∨ (〈α,T 〉 ∈ S)
∨
(
α(0) > 0 ∧ (∀n)(∃s ∈ T \ {∅})[〈(α)n,T/s〉 ∈ S]

)
の定める N × Tr 上のポジティブな算術的集合演算 Φ を考える. 最小不動点 Φ∞

は Π1
1 集合である. (つづく)
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可算順序数 ξ に関する帰納法によって, 〈α,T 〉 ∈ Φξ のとき α ∈ BCξ かつ
‖T‖ ≥ ξ であることがわかる. よって

T ∈ WF ⇒ (∀α)
[
〈α,T 〉 ∈ Φ∞ ⇔ α ∈ BC‖T‖

]
であり, 求める結果が得られる. □
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今回のまとめ

関係 y ∈ (∆1
1(x))Y は Π1

1 である.
Π1

1 は ∃y ∈ (∆1
1(x))Y という量化のもとで閉じている.

ポジティブな算術的集合演算の最小不動点は Π1
1 集合である.

ボレル集合は Π1
1 関係式によって適切にコードされる.
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