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前回までのあらすじ

それでは, 実効記述集合論とは結局 Π1
1 の再帰理論的研究にすぎないのか?

この疑問に答えるべく, われわれはフランスのパリに向かった…
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ボレル階層と ∆1
1

第 3回の講演で触れたとおり, A1 と A2 がふたつの互いに交わりのない Σ1
1 集合

とすると, ある再帰的順序数 ξ について, Π0
ξ ∩∆1

1 に属する集合 B で, A1 を A2
から分離するものが存在するのだった.

しかし Π0
ξ かつ ∆1

1 というのは, 由来や性格の違うふたつの集合族の共通部分と
いうことで, 少々すわりが悪い.

もう少しなんとかしたい.
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Π∗
ξ と Σ∗

ξ

Π∗
0 と Σ∗

0 はいずれも RP空間 X に与えられた標準的な開基のことだとする.

ゼロでない再帰的順序数 ξ に対して, BCξ ∩ (∆1
1)

N に属する B-コードをもつボレ
ル集合全体のなす集合族を Π∗

ξ とする.

また Π∗
ξ に属する集合の補集合全体のなす集合族を Σ∗

ξ とする.

(注意: ルーヴォによるオリジナルの定義とはちょっと違うが同値)
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Π∗
ξ と Σ∗

ξ

このとき定義から
Π∗
ξ ⊂ Π0

ξ ∩∆1
1, Σ∗

ξ ⊂ Σ0
ξ ∩∆1

1

となる. 実はこれらの ⊂ で等号が成立する, というのが今回示したいこと.
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ルーヴォの定理A

ルーヴォの定理 A (予稿: 定理 11)

ξ を再帰的順序数とする. ∆1
1 集合が Π0

ξ に属するとき, BCξ に属する ∆1
1-再帰的

な B-コードをもつ. したがって,

Π∗
ξ = Π0

ξ ∩∆1
1, Σ∗

ξ = Σ0
ξ ∩∆1

1

となる.

このルーヴォの定理 Aは, 次に述べる定理 Bから, ただちに導かれる.



実効記述集合
論 (その 4)

藤田 博司

ボレル階層と
∆1

1

ギャンディ
位相

ルーヴォの定
理の証明

結び

ルーヴォの定理B

ルーヴォの定理 B (予稿: 定理 10)

ξ 再帰的順序数とする. A1 と A2 が互いに交わりのないふたつの Σ1
1 集合だとす

る. A1 が A2 から Σ0
ξ 集合で分離できるならば, A1 は A2 から Σ∗

ξ 集合で分離で
きる.
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ルーヴォの定理B

これからルーヴォの定理 Bを ξ にかんする帰納法で証明する.

ξ = 0 のときは Σ0
0 = Π0

0 = Σ∗
0 = Π∗

0 =標準的な開基 なので, 定理 Bは自明で
ある.

以下 ξ ≥ 1 とし, 帰納法の仮定として,

仮定 H:《ξ 未満の順序数については定理 Bの主張が成立する》

とする.
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Σ1
1 の生成する位相

RP空間 X とゼロでない再帰的順序数 ξ に対して, τ ξ を集合族 Π0
<ξ ∩ Σ1

1 が生成
する X の位相とする. また, Σ1

1 が生成する X の位相を τ∞ とする.

τ1 は X の通常の位相
η < ξ < ωCK

1 のとき τη ⊂ τ ξ ⊂ τ∞ となっている.

位相 τ∞ をギャンディ位相という.
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ギャンディ位相のベール性

ギャンディ位相 τ∞ は T3ですらない, 扱いにくい位相だが, 次のような都合のよ
い性質をもつ

命題 (予稿: 命題 7.2)

位相空間 (X , τ∞) においてベールのカテゴリ定理が成立する. すなわち, 可算個
の τ∞-稠密 τ∞-開集合の共通部分は τ∞-稠密である.

位相空間の部分集合がいたるところ非稠密とは, 閉包が内点をもたないこと. 可算
個のいたるところ非稠密な集合で覆われる集合を痩せ集合または第 1類集合とい
う. ベールのカテゴリ定理は《空でない開集合は痩せ集合にならない》という命
題と同値で, 一般に完備距離空間や局所コンパクトハウスドルフ空間で成立する.



実効記述集合
論 (その 4)

藤田 博司

ボレル階層と
∆1

1

ギャンディ
位相

ルーヴォの定
理の証明

結び

ギャンディ位相のベール性: 命題の証明 (1/2)

X の τ∞-稠密な τ∞-開集合の可算列 {Gn}n∈ω が与えられたとする. 任意の Σ1
1 集

合 A 6= ∅ に対して A ∩
⋂

n∈ω Gn 6= ∅ となることを示したい. そのために, 集合
F m

n ⊂ X ×N (n ≤ m) を次のようにとる:

1 F m
n は Π0

1 集合.
2 各 n ごとに F n

n ⊃ F n+1
n ⊃ F n+2

n ⊃ · · · , かつ diameter(F m
n ) → 0 (m → ∞).

3 proj[F 0
0 ] ⊂ A かつ proj[F n

n ] ⊂ Gn.
4 各 m ごとに

⋂m
n=0 proj[F m

n ] 6= ∅.

このように集合 F m
n がとれることを確認しよう.
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ギャンディ位相のベール性: 命題の証明 (2/2)

最初に F 0
0 を proj[F 0

0 ] ⊂ A ∩ G0 をみたす空でない Π0
1 集合とする. n ≤ m ≤ k で

ある n と m についてすでに F m
n が適切に選ばれたと仮定する. すると条件 (4)か

ら Ak :=
⋂k

n=0 proj[F k
n ] は空でない Σ1

1 集合なので, Gk+1 が τ∞-稠密な τ∞-開集
合であることから, Σ1

1 集合 B 6= ∅ を B ⊂ Ak ∩ Gk+1 となるようにとれる.
B = proj[F k+1

k+1 ] となるように Π0
1 集合 F k+1

k+1 をとろう. xk ∈ B をとり,
〈xk , α

k
n〉 ∈ F k

n となるように αk
n (n = 0, . . . , k) を選ぶ. この 〈xk , α

k
n〉 ∈ F k

n を要素
にもつ直径 1/2k 以下のなんらかの Π0

1 集合と F k
n との共通部分を F k+1

n とする.
この要領ですべての m について F m

n (n = 0, . . . ,m) を選べばよい.

各 n ごとに m → ∞ とすると 〈xm, α
m
n 〉 はある 〈x , αn〉 に (X ×N の通常の位相

で)収束する. ここで x は n によらないことに注意. 〈x , α0〉 ∈ F 0
0 より x ∈ A で

あり, 〈x , αn〉 ∈ F n
n より x ∈ Gn である. よって A ∩

⋂
n∈ω Gn 6= ∅ が示された.
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第 1の補題

補題 1 (予稿: 補題 7.3)

Σ1
1 集合 A の τ ξ-閉包 Aξ は Π0

ξ かつ Σ1
1 であり, したがって τ ξ+1-開集合である.

(証明) 補集合 X \ Aξ が Π0
<ξ ∩ Σ1

1 に属する集合の可算和として Σ0
ξ なので Aξ

は Π0
ξ である. x /∈ Aξ のとき, A′ ∈ Π0

<ξ ∩Σ1
1 を x ∈ A′ かつ A′ ∩A = ∅ となるよ

うにとれる. A と A′ に仮定Hを適用すると, A ⊂ B, B ∩ A′ = ∅ となる B を Σ∗
<ξ

からとれる. このとき X \ B の B-コードを BC<ξ ∩∆1
1 からとれる. よって

x /∈ Aξ ⇔ (∃α ∈ ∆1
1)[α ∈ BC<ξ ∧ x ∈ (B+

X )α ∧ (B+
X )α ∩ A′ = ∅]

であり, 右辺は Π1
1 であるから Aξ は Σ1

1 である. □
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ベールのカテゴリ定理を応用する

集合 H ⊂ X に対して, H ∩ O が τ∞-痩せ集合であるような, Π0
<ξ ∩ Σ1

1 に属する
O 全体の和集合を GH とすると, GH は H ∩ GH が τ∞-痩せ集合になるような最
大の τ ξ-開集合である.

H̃ξ = X \ GH としよう. H̃ξ は τ ξ-閉集合であり, H \ H̃ξ = H ∩ GH は τ∞-痩せ集
合である.
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第 2の補題

補題 2 (予稿: 補題 7.4)

H が Π0
ξ 集合のとき H̃ξ \ H も τ∞-痩せ集合である.
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補題 2の証明 (1/2)

ξ = 1 のとき: x ∈ H̃1 とすると任意の τ1-近傍 O について H ∩ O は τ∞-痩せ集
合でないから空でない. よって H̃1 は H の τ1-閉包 H1 に属し, H̃1 ⊂ H1 となる
が, H が Π0

1 なので H1
= H である. よって H̃1 \ H = ∅ である.

帰納法の仮定として ξ 未満の順序数について補題が成立しているものとする. H
は Π0

ξ であるから補集合は Σ0
ξ で, X \ H =

⋃
n∈ω Hn, Hn ∈ Π0

ηn , ηn < ξ とあらわ
せる. このとき,

H̃ξ \ H = H̃ξ ∩
⋃
n∈ω

Hn ⊂
⋃
n∈ω

(
(H̃ξ ∩ H̃ηn

n ) ∪ (Hn \ H̃ηn
n )

)
となる. 右辺のうち Hn \ H̃ηn

n は仮定により τ∞-痩せ集合である. あとは H̃ξ ∩ H̃ηn
n

が τ∞-痩せ集合ならよい. H̃ξ ∩ H̃ηn
n は τ ξ-閉集合であるから τ∞-閉集合でもある.

そこで, H̃ξ ∩ H̃ηn
n の τ∞-内部が空であることを示せばよい.
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補題 2の証明 (2/2)

A ⊂ H̃ξ ∩ H̃ηn
n を Σ1

1 集合とする. H̃ηn
n が τηn-閉集合であることから Aηn ⊂ H̃ηn

n で
あり, 補題 1により Aηn は τηn+1-開集合, したがって τ ξ-開集合である.

Aηn ∩ H ⊂ H̃ηn
n ∩ H ⊂ H̃ηn \ Hn

であるから, 帰納法の仮定により Aηn ∩ H は τ∞-痩せ集合である. つまり
Aηn ⊂ GH となる. H̃ξ の定義により Aηn ∩ H̃ξ = ∅, したがって A = ∅ である. す
なわち H̃ξ ∩ H̃ηn

n の τ∞-内部は確かに空である. □
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第 3の補題

補題 3 (予稿: 補題 7.5)

A と B が Σ1
1 で, A が B から Σ0

ξ 集合で分離されるとする. このとき A∩Bξ
= ∅

である.
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補題 3の証明

このとき A ∩ H = ∅, H ⊃ B をみたす Π0
ξ 集合 H が存在する. いま O が

Σ1
1 ∩Π0

<ξ 集合で O ∩ H が τ∞-痩せ集合だったとすると, O ∩ B も τ∞-痩せ集合
である. O ∩ B は τ∞-開集合である. τ∞ に関するベールのカテゴリ定理から
O ∩ B = ∅ となる. このことから GH ∩ B = ∅ すなわち H̃ξ ⊃ B がいえる.
いっぽう補題 1により A ∩ Bξ は Σ1

1 である. B ⊂ H̃ξ で H̃ξ は τ ξ-閉集合なので
Bξ ⊂ H̃ξ である.
このことと A ∩ H = ∅ であることから A ∩ Bξ ⊂ H̃ξ \ H である. 左辺は τ∞-開集
合, 右辺は τ∞-痩せ集合であるから, ふたたび τ∞ に関するベールのカテゴリ定理
により, A ∩ Bξ

= ∅ となる. □
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ルーヴォの定理Bの証明 (1/3)

A1 と A2 が X の Σ1
1 部分集合で, A1 は A2 から Σ0

ξ 集合で分離されるとする. 補
題 3により A1 ∩ A2

ξ
= ∅ である. X ×N における関係 R(x , α) を

R(x , α) ⇔ x /∈ A1 ∨
[
α ∈ BC<ξ ∩∆1

1 ∧ x ∈ (B+
X )α ∧ (B+

X )α ∩ A2 = ∅
]

と定めると R(x , α) は Π1
1 である. x ∈ A1 のとき x /∈ A2

ξ だからO を x ∈ O,
O ∩ A2 = ∅ かつ O ∈ Σ1

1 ∩Π0
<ξ となるようにとれる. η < ξ, O ∈ Π0

η としよう.
すると仮定 Hにより Π∗

η に属する A′ をとって A′ ⊃ O かつ A′ ∩ A2 = ∅ とでき
る. このとき R(x , α) である. 以上の考察により

(∀x)(∃α ∈ ∆1
1)R(x , α)

となっている. (つづく)
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ルーヴォの定理Bの証明 (2/3)

(∀x)(∃α ∈ ∆1
1)R(x , α) で R(x , α) が Π1

1 であるから選択補題によって ∆1
1-再帰的

写像 f : X → N が存在して
(∀x)R(x , f (x))

となる. 像 f [A1] は Σ1
1 集合で

f [A1] ⊂ D := {α : α ∈ BC<ξ ∩∆1
1 ∧ (B+

X )α ∩ A2 = ∅ }

である. この D は Π1
1 であるから ∆1

1 集合 E が存在して f [A1] ⊂ E ⊂ D となる.

このとき γ ∈ (∆1
1)

N が存在して E = { (γ)n : n ∈ ω } となる. ここで γ(0) > 0
としてよい. (つづく)
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この γ について, γ(0) > 0 かつ各 n について (γ)n ∈ BC<ξ であるから γ ∈ BCξ

である.
(B+

X )γ =
⋂
n∈ω

(X \ (B+
X )(γ)n) = X \

⋃
α∈E

(B+
X )α

したがって
(B−

X )γ =
⋃
α∈E

(B+
X )α

で, この (B−
X )γ が A1 を A2 から分離する Σ∗

ξ 集合になっている. □
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全体のまとめ

今回の講義で話したこと: 記述集合論のうち ZFCで決着する部分の初歩

ススリンの定理 B = ∆1
1

細字の集合族 Σ1
1 と Π1

1 の理論
ポジティブな算術的集合演算について
ボレル集合のコード
ルーヴォの分離定理
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ルーヴォの定
理の証明

結び

全体のまとめ

今回の講義で話さなかったこと

射影集合の階層について
近藤–アディソンの一意化定理の証明
細字の Σ0

ξ (ただし ω ≤ ξ < ωCK
1 ) と超算術的階層について

無限ゲームの決定性との関係
巨大基数や内部モデルとの関係
その他もろもろ
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