
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 2回: 整列順序づけと超限帰納法 (2011/10/12)

ふたつの もの a と b の順序対を ⟨a, b⟩ と表記する.

⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩ は a = c かつ b = d ということである.

定義 6 集合 A の全順序づけとは, 次の三つの条件をみたす R のことである:

(1) ∀a ∈ A( ⟨a, a⟩ /∈ R ),

(2) ∀a, b, c ∈ A( ⟨a, b⟩ ∈ R, ⟨b, c⟩ ∈ R =⇒ ⟨a, c⟩ ∈ R ),

(3) ∀a, b ∈ A( ⟨a, b⟩ ∈ R ∨ ⟨b, a⟩ ∈ R ∨ a = b ). □

いま ⟨a, b⟩ ∈ R のかわりに a <R b と書けば, 同じ条件を

(1)′ a <R a となることはない (非反射),

(2)′ a <R b かつ b <R c なら a <R c となる (推移律),

(3)′ a ̸= b であるかぎり, a <R b または b <R a のどちらかは成立する (三択律),

と表現できる.

例 (a) 実数の普通の大小は R の全順序づけである. □

(b) 有限個のひらがなの並びを辞書の順で並べれば全順序づけが得られる. □

(c) 正の整数が 2r−1(2k − 1) の形に一意的にあらわされることを利用して, N において

2r−1(2k − 1) <∗ 2s−1(2ℓ− 1) ⇐⇒ r < s ∨ (r = s ∧ k < ℓ)

という <∗ を考えると, 通常の順序とはことなる全順序づけになる. □

定義 7 集合 A の全順序づけ R がさらに, 条件

∀S ⊂ A
(
S ̸= ∅ =⇒ ∃s ∈ S∀t ∈ S

(
s ≤R t

) )
をみたすとき整列順序づけという. □

上の例の (a)の数の普通の大小関係は, 整列順序づけでない. 集合を有理数全体 Q や整数 Z に制限しても
ダメ. N は整列順序づけされている. 例の (b)は

S =
{
い,あい,ああい,あああい,ああああい, . . .

}
が最小要素をもたないから, 整列順序づけではない. (c)は整列順序づけである.

整列定理 任意の集合は整列順序づけをもつ. □

(整列定理のことをWOTと表記することがある. Wellordering Theorem の略.)

定理 8 ACとWOTは同値. □

この定理の WOT ⇒ AC は簡単. 逆にはいろいろ準備がいる. いずれ詳しく論じる.

1



定理 9 (超限帰納法の原理) <w が集合 A の整列順序づけであるとする. 任意の性質 P について考える. 任
意の要素 a ∈ A について,

(*) x <w a をみたすすべての x が性質 P をもつなら, a も性質 P をもつ

ということが言えたとする. このとき すべての a ∈ A が性質 P をもつ.

〔証明〕性質 P をもたない A の要素が存在すると仮定してそれら全体の集合 S を考え, その <w-最小要素を
とると, (∗) により矛盾に至る. □

だから, WOTは, どんな集合も自然数の数学的帰納法と同様の論法で扱えることを保証してくれる.

集合 X が <w によって整列順序づけされているとき, 写像 f : X → Y を定義するにあたって, x <w a

なる x については f(x) がすでに定まっているものとして, つまり, f を集合 {x ∈ X : x <w a } に制限し
た部分がすでに定まっているものとして, そのことを利用して f(a) を決めることができたら, f はすべての
a ∈ X に対して定義される. これを超限再帰の原理という.

超限再帰の応用例として, WOTから環の極大イデアルの存在を導く. 単位元をもつ可換な環 (以下, 単に 環
という) A を考える. A のイデアルとは, 次の条件をみたす部分集合 I ⊂ A のことである:

(i) 0 ∈ I,

(ii) 1 /∈ I,

(iii) a, b ∈ I のとき a− b ∈ I (つまり I は A の加法の部分群),

(iv) a ∈ A, b ∈ I のとき ab ∈ I.

イデアル I が極大であるとは, I が他のイデアルの真部分集合にならないこと. これは剰余環 A/I が体であ
る, という条件とも, また

a /∈ I ⇒ ∃r ∈ A
(
1− ra ∈ I

)
という条件とも同値. 詳しくは代数の教科書を参照. (マトモな教科書なら必ず書いてある.)

整数の環 Z のイデアルは Za = {xa : x ∈ Z } (ただし a ̸= ±1)の形のものに限る. Za が極大イデアルに
なるためには a が素数であることが必要かつ十分である.

定理 10(WOT) 環は極大イデアルをもつ.

〔証明〕(概略のみ) 環 A のイデアル全体の集合を I とし, その整列順序づけ <w が与えられているとする. 写
像 f : I → I を超限再帰によって定義し, 条件

1. I1 <w I2 のとき f(I1) ⊂ f(I2),

2. どの I についても f(I) は I の真部分集合にならない,

が成立するようにする. そのとき, 値域全体の和集合

I∗ =
∪
I∈I

f(I)

は A の極大イデアルになる. 詳しくは授業で!! □
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