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第 3回: ツォルンの補題 (2011/10/26)

定義 11 集合 X の半順序づけとは, つぎの二つの条件をみたす関係 < のことである:

(1) どの要素 x ∈ X についても決して x < x とならない; (非反射律)

(2) x, y, z ∈ X について x < y, y < z ならば x < z である. (推移律) □

ここで a < b または a = b ということを a 5 b と書くと,

(1)′ どの要素 x ∈ X についても必ず x 5 x となる; (反射律)

(2)′ x, y, z ∈ X について x 5 y, y 5 z ならば x 5 z である; (推移律)

(3)′ x, y ∈ X について x 5 y, y 5 x ならば x = y である; (反対称律)

という条件がなりたつ. 逆にこの (1)′～(3)′ をみたす関係 5 があれば a 5 b かつ a ̸= b ということを a < b

と書けば (1) と (2) をみたす. このように半順序づけの条件 (1)～(2) と (1)′～(3)′ は同じことの言いかえに
なっている.

半順序がイコールを除いた条件 (1)～(2)で定義されていれば, それを「非反射的半順序」といい, イコール
を含む条件 (1)′～(3)′ で定義されていれば, それを「反射的半順序」という.

例 (a) 任意の集合 A について, 包含関係 ⊂ は P(A) の (反射的)半順序づけである. A の要素が 2個以上あ
るときは, ⊂ は 全順序づけではない. □
(b) 正の整数のあいだの《a は b の約数である》という関係 a | b は N の (反射的)半順序づけである. 2と

3は互いに他方を割り切らないから, この半順序づけは全順序づけではない. □
(c) あきらかに, すべての全順序づけは自動的に半順序づけである. □

定義 12 集合 X とその半順序づけ 5 があったとする. 部分集合 Y ⊂ X の上界とは, 条件

∀y ∈ Y
(
y 5 x

)
をみたす任意の x ∈ X のことである. □

定義 13 集合 X とその半順序づけ 5 があったとする. 5 にかんする X の極大元 とは, x < x′ をみたす要
素 x′ ∈ X が存在しないような (つまり, 自分より真に大きな要素をもたない)要素 x ∈ X のことである. □

定義 14 集合 X とその半順序づけ 5 があったとする. 半順序づけ 5 が部分集合 Y ⊂ X の全順序づけに
なっているとき (つまり, Y のふたつの要素 y, y′ について y 5 y′ または y′ 5 y が成立するとき), Y を 5
にかんする鎖と呼ぶ. □

例 半順序の例 (b)において整数の集合 {1, 2, 4, 8, . . . , 2k, . . . } はひとつの鎖である. □

定義 15 集合 X の半順序づけ 5 が, “任意の鎖は上界をもつ” という条件をみたすならば, この 5 を帰納的
な半順序づけという. □

例 (a) 環 A のイデアル全体の集合は包含関係のもとで帰納的に半順序づけされている. □
(b) 群 G の部分群全体の集合は包含関係のもとで帰納的に半順序づけされている. □
(c) 半順序の例 (b)で鎖 {1, 2, 4, 8, . . . , 2k, . . . } は上界をもたないので, この半順序は帰納的でない. □
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前回の講義で整列定理を用いて環の極大イデアルの存在を証明したが, 同じことは定義 15の例 (a)と次の
ツォルンの補題によっても証明できる.

ツォルンの補題 5 が集合 X を帰納的に半順序づけするなら, X には 5 にかんする極大元がある. □

(ツォルンの補題のことを ZL と略記することにしよう. これは Zorn’s Lemma の略である.)

定理 16 WOT ⇒ ZL.

[証明] 集合 X が関係 5 によって帰納的に半順序づけされているとしよう. この 5 とは別に X の整列順序
づけ ≺ を考える (ここでWOTを使う). ≺ にかんする超限再帰によって 関数 f : X → X を

(i) x ≺ y のとき f(x) 5 f(y);

(ii) 決して f(x) < x とはならない (つまり f(x) 5 x かつ f(x) ̸= x となることはない)

という二つの条件をみたすように作っていく. いま, a ∈ X とし x ≺ a をみたす x についてはすでに f(x) が
定まったとしよう. 帰納法の仮定として (i)が x ≺ y ≺ a のときに成立しており, また (ii)が x ≺ a のときに
成立していたとする. 帰納法の仮定と, ≺ が整列順序づけ, したがって全順序づけであることから, 集合

Y =
{
f(x) : x ≺ a

}
は 5 にかんする鎖になっている. いま 5 が帰納的な半順序づけであることから, Y の上界が存在するから,

そのうち ≺ に関して最小のものを b とする. つまり, この b は x ≺ a をみたすすべての x について f(x) 5 b

をみたす. もしも b < a の場合は, f(a) = a と定め, それ以外の場合は f(a) = b と定めよう. このように
f(a) を定めれば, (i)が y = a の場合にも成立し, (ii)が x = a の場合にも成立することがわかる. また, これ
で超限再帰による f の定義は完了し, すべての x, y ∈ X に対して (i)と (ii)を f がみたすことも超限帰納法
でわかる.

関数 f の値域
ran(f) =

{
f(x) : x ∈ X

}
は, 条件 (i)により, 5 にかんして一つの鎖になっている. したがってその上界 m ∈ X が存在する. この m

について, m < x となる要素があったとすると f(x) 5 m < x したがって f(x) < x となり, 条件 (ii)に反す
る. したがって, この m は X の 5 にかんする極大元である. □

課題 ツォルンの補題をもちいて次の命題を証明すること. E を位相空間とし B をその開基とするとき, 次の
条件をみたす部分族 A ⊂ B がとれる: (i) A に属する集合たちは互いに交わらない, (ii) 和集合

∪
A は空間

E において稠密である. (ヒント: ツォルンの補題を使って条件 (i)をみたす極大な部分族をとりだしてみよ.)

WOTと ZLと ACが互いに同値であることの証明を次回以降ちょっとずつ進める.
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