
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 4回: 整列集合の比較定理 (2011/11/02)

整列順序の性質についてもう少し述べる. とくに「同型対応の一意性」(補題 19.4)と「比較定理」(定理 19)

に注目. これらの結果により, 整列順序の構造が, 実質その「長さ」だけで決まってしまうことが示される.

以下, 集合 A とその半順序づけ 5A とのペア (A,5A) のことを半順序集合ということにする. 全順序集合,

帰納的順序集合, 整列順序集合なども同様. ただし歴史的な事情により, 整列順序集合のことはむしろ整列集
合と呼ぶ.

※ 順序づけが文脈などから明らかな場合には, 手数を節約して《半順序集合 A》などと言ってすませることがある.

このあたりは各種の代数構造や位相空間と同じだ.

定義 17 半順序集合 (A,5A) と (B,5B) があったとする.

(1) 写像 f : A → B が順序保存写像(order-preserving mapping)であるとは, 狭義の順序を f が保存するこ
とをいう:

∀a1, a2 ∈ A
(
a1 <A a2 ⇒ f(a1) <B f(a2)

)
.

(2) f : A → B が全単射で順序保存写像で, 逆写像 f−1 : B → A も順序保存写像であるとき, f を (A,5A)

から (B,5B) への順序同型写像であるという.

(3) (A,5A) から (B,5B) への順序同型写像が存在するとき, これらふたつの半順序集合は同型であるといい

(A,5A) ≃ (B,5B)

と書く. □
※ A が全順序集合であるとき, A から B への全単射かつ順序保存な写像の逆写像は自動的に順序保存写像になるが,

一般の半順序集合ではそうはいかない. 簡単な反例がある.
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(順序保存で全単射でも順序同型写像とは限らない)

定義 18 半順序集合 (A,5A) があったとする.

(1) 要素 a ∈ A に対し x <A a をみたす要素 x ∈ A の全体を a を切り口とする A の切片と呼び, segA(a) で
あらわす:

segA(a) =
{
x ∈ A : x <A a

}
.

(2) 部分集合 S ⊂ A が下向きに閉じているとは

∀s ∈ S∀a ∈ A
(
a <A s ⇒ a ∈ S

)
となっていることである. □
※ 切片はみな下向きに閉じている. 逆はどうだろう. 切片の切り口はその切片に属しないので, 全体集合は切片では
ない. だから下向きに閉じている集合がみな切片であるわけではない.
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また, 切片はすべて, 下向きに閉じているだけでなく, 強い意味で上に有界である. すなわち, ある要素 b ∈ A に
ついて

∀s ∈ S
(
s <A b )

が成立する.

ではこの二つの性質をもつ部分集合は切片だろうか? 必ずしもそうではない. 通常の順序のもとでの有理数の全
体 (Q,5) においては, たとえば

√
2 以下の有理数全体の集合のように, 下向きに閉じていて強い意味で上に有界

だが切片でない部分集合が存在する. 実は, 全順序集合が整列集合であるためには, 下向きに閉じていて強い意味で
上に有界な集合がすべてある要素を切り口とする切片になることが必要かつ十分である.

補題 19.1 (A,5A) が整列集合で, f : A → A が順序保存写像なら, すべての a ∈ A について a 5A f(a) で
ある.

〔証明〕もしも f(a) <A a なら, 順序保存の条件から f(f(a)) <A f(a) それからまた f(f(f(a))) <A f(f(a))

等々となって, 部分集合 {
a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))), . . .

}
が最小元をもたないことになる. □

補題 19.2 (A,5A) を整列集合, a をその任意の要素とするとき, 切片の順序 (segA(a),5A) は決して (A,5A)

全体と同型にならない.

〔証明〕仮に順序同型写像 f : A → segA(a) があったとすると, f : A → A は順序保存写像なのに f(a) <A a

となり, 補題 19.1に矛盾する. □

補題 19.3 整列集合 (A,5A) からそれ自身への順序同型写像は恒等写像だけである.

〔証明〕 f : A → A を順序同型写像とすると, 補題 19.1から任意の a ∈ A について a 5A f(a). また逆写像
f−1 : A → A も順序保存だから a 5A f−1(a). この両辺を f でうつして f(a) 5A a, したがって a = f(a).

この a は任意の要素だったから f は恒等写像である. □

補題 19.4 整列集合 (A,5A) から (B,5B) への順序同型写像は恒等写像は高々ひとつしかない.

〔証明〕 f : A → B, g : A → B がどちらも順序同型写像だったとすると g−1 ◦ f : A → A も順序同型写像で,

補題 19.3によりこれは A の恒等写像である: g−1 ◦ f = idA. したがって g = f である. □

ふたつの整列集合 (A,5A) と (B,5B) があったとしよう.

整列集合 A の要素 a と B の要素 b のあいだに segA(a) ≃ segB(b) の関係があるときに

a ∼ b

と書くことにする. そのような相手のいる a 全体の集合を A∗, また相手のいる b 全体の集合を B∗ とおく:

A∗ =
{
a ∈ A : ∃b ∈ B (a ∼ b)

}
,

B∗ =
{
b ∈ B : ∃a ∈ A (a ∼ b)

}
.

補題 19.5 a ∼ b かつ a ∼ b′ ならば b = b′. つまり各 a ∈ A∗ の相手は B∗ に一人しかいない.

〔証明〕 このとき segB(b) ≃ segA(a) かつ segA(a) ≃ segB(b
′) から segB(b) ≃ segB(b

′) となるが, ここでも
しも b <B b′ だったら segB(b) は整列集合 segB(b

′) の切片でもあるから補題 19.2と矛盾する. b′ <B b でも
同様に矛盾する. だから b = b′. □
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補題 19.6 a ∼ b かつ a′ ∼ b ならば a = a′. つまり各 b ∈ B∗ の相手は A∗ に一人しかいない.

〔証明〕 補題 19.5と同様. □

補題 19.7 A∗ は下向きに閉じている.

〔証明〕 a1 <A a2 で a2 ∼ b2 とすると, 一意的な順序同型写像 f : segA(a2) → segB(b2) がある. そこで
f(a1) = b1 とおくと a1 ∼ b1 であり a1 ∈ A∗ となる. □

補題 19.8 B∗ は下向きに閉じている.

〔証明〕 補題 19.7と同様. □

各 a ∈ A∗ に対し, a ∼ b をみたす b ∈ B∗ がただ一つ対応するので, 自然に写像 f∗ : A∗ → B∗ が定まる.

この写像は補題 19.5, 19.6により全単射であり, また補題 19.7や 19.8の証明からわかるように, 順序保存写
像であり, また逆写像 (f∗)−1 も順序保存写像である. こうして f∗ は (A∗,5A) から (B∗,5B) への順序同型
写像である. すなわち

補題 19.9 (A∗,5A) ≃ (B∗,5B). □

さて, ここで次の四つの場合を検討する:

(i) A = A∗ かつ B = B∗,

(ii) A ̸= A∗ かつ B = B∗,

(iii) A = A∗ かつ B ̸= B∗,

(iv) A ̸= A∗ かつ B ̸= B∗.

補題 19.10 ケース (iv)は成立しない.

〔証明〕 仮に (iv) が成立しているとしよう. A \ A∗ の最小元 a∗ と B \ B∗ の最小元 b∗ をとる. すると,

A∗ = segA(a
∗), B∗ = segB(b

∗) となることがわかる. いま A∗ ≃ B∗ なので a∗ ∼ b∗ であり, a∗ ∈ A∗ とな
るが, これは a∗ の取り方に矛盾する. □

(i)の場合, A ≃ B である.

(ii)の場合, A \A∗ の最小元を a∗ とすると, segA(a
∗) = A∗ ≃ B となる.

(iii)の場合, B \B∗ の最小元を b∗ とすると, A ≃ B∗ = segB(b
∗) となる.

このように, A と B が同型であるか, B と A のある切片が同型になるか, あるいは A が B のある切片と
同型になる. これら三つのケースのうち二つ以上が同時に成立したら, A か B のどちらかが自分自身の切片
と同型になってしまって補題 19.2に矛盾するので, (i)と (ii)と (iii)のうちのどれか一つだけが成立すること
になる. 以上をまとめて次の定理を得る.

定理 19 (整列集合の比較定理) 二つの整列集合 (A,5A) と (B,5B) があれば,

(i) A ≃ B, または
(ii) ある a∗ ∈ A について segA(a

∗) ≃ B, または
(iii) ある b∗ ∈ B について A ≃ segB(b

∗)

のいずれかただ一つだけが成立する. また (ii)のケースの要素 a∗ や (iii)のケースの要素 b∗ は, それぞれた
だ一つに定まる. □
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