
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 5回: 整列定理 (2011/11/09)

整列集合の基本的な性質がわかったところで, 選択公理 ACから整列定理WOTを証明する.

空でない集合 A が与えられたとしよう. ACにより, A の空でない部分集合にそれぞれその要素をひとつ選
んで対応させる選択関数 F : P(A) \ {∅} → A が存在する:

∀s ⊂ A
(
s ̸= ∅ ⇒ F (s) ∈ s

)
.

そのような F が与えられたとして, 次の条件 (1)–(3)をみたすペア ⟨s, r⟩ 全体の集合 X を考えよう:

(1) s は A の部分集合である,

(2) r は s の (非反射的な)整列順序づけである [関係であることを強調するため ≺r と書く],

(3) 各 a ∈ s について等式

(γ) a = F (A \ segs(a))

が成立する.

いま X から要素 ⟨s, r⟩ と ⟨s′, r′⟩ をとったとしよう. これらのペアはそれぞれ整列集合になっているから, 定
理 19によって, 次の (i)–(iii)のどれか一つだけが成立する:

(i) ⟨s, r⟩ が ⟨s′, r′⟩ と同型,

(ii) ⟨s, r⟩ のある切片が ⟨s′, r′⟩ と同型,

(iii) ⟨s, r⟩ が ⟨s′, r′⟩ のある切片と同型.

補題 20.1 ケース (i)のとき ⟨s, r⟩ = ⟨s′, r′⟩ である [すなわち, s = s′ であり, r と r′ が s 上で同じ順序づけ
を定めるという意味で r = r′ である].

〔証明〕 整列集合 ⟨s, r⟩ から ⟨s′, r′⟩ への ただ一つに定まる順序同型写像を f : s → s′ としよう. s 上の順序
r にかんする超限帰納法によって等式 f(x) = x を証明しよう. そのため, a ∈ s とし, 帰納法の仮定として
x ≺r a となる x ∈ s については f(x) = x が成立しているものとする. f(a) = b とおこう. すると, f が同型
写像であることから segs(a) の f による像が segs′(b) と一致するが, 帰納法の仮定から segs(a) 上では f は
恒等写像なので segs(a) = segs′(b) となる. このことと, 等式 (γ)から

b = F (A \ segs′(b)) = F (A \ segs(a)) = a

となる. よって f(a) = a となる. 超限帰納法によって同型写像 f は恒等写像であることがわかり, s = s′ と
なる. また, s 上の恒等写像で順序づけ r と r′ がお互いに移りあうのだから, r = r′ である. □

補題 20.2 ケース (ii)のとき s′ は ⟨s, r⟩ の切片であり, r′ は s′ 上で r と一致する.

〔証明〕 補題 20.1と同様にすればよい. □

補題 20.3 ケース (iii)のとき s は ⟨s′, r′⟩ の切片であり, r は s 上で r′ と一致する.

〔証明〕 補題 20.1と同様にすればよい. □
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こうして, X に属する任意の二つの整列集合は, 一方が他方の切片になっているとわかった. そこで

A∗ =
∪{

s : ⟨s, r⟩ ∈ X
}

とおこう. a, a′ ∈ A∗ として, a ∈ s, a′ ∈ s′ となるように X の要素 ⟨s, r⟩ と ⟨s′, r′⟩ をとったとすると, この
二つの整列集合は同一のものか, または一方が他方の切片になっている. たとえば ⟨s, r⟩ が ⟨s′, r′⟩ の切片に
なっているとすれば a, a′ ∈ s′ であるから, r′ によって両者が順序づけされている. a と a′ のこの順序づけは,

⟨s, r⟩ と ⟨s′, r′⟩ のとり方には依存しない. というのも, 他の X の要素を用いたとしても, それらはここでいう
⟨s′, r′⟩ の切片になっているか, または逆に ⟨s′, r′⟩ がそれらの切片になっていて, a と a′ の順序づけはそれら
において一致するから. こうして, A∗ に順序づけが与えられる. この順序づけを ≺∗ と書くことにしよう:

a ≺∗ a′ ⇔ ∃⟨s, r⟩ ∈ X
(
a, a′ ∈ s ∧ a ≺r a′

)
⇔ ∀⟨s, r⟩ ∈ X

(
a, a′ ∈ s ⇒ a ≺r a′

)
.

ただし, 正確にはいまのところ “関係”としての ≺∗ が定まったまでであって, これが “順序づけ”になってい
るかどうかは, これから確認しなければならない.

補題 20.4 ≺∗ は A∗ 上で非反射的である. すなわち, どの a ∈ A∗ についても a ≺∗ a は成立しない.

〔証明〕 a ≺∗ a だとしたらある ⟨s, r⟩ ∈ X について a ∈ s かつ a ≺r a となるはずだが, これは r が s の非
反射的全順序づけであることに矛盾する. □

補題 20.5 ≺∗ は A∗ 上で推移的である. すなわち, a, a′, a′′ ∈ A∗ について, もしも a ≺∗ a′ かつ a′ ≺∗ a′′ な
らば a ≺∗ a′′ である.

〔証明〕 a ∈ s, a′ ∈ s′, a′′ ∈ s′′ となるように X の要素 ⟨s, r⟩, ⟨s′, r′⟩, ⟨s′′, r′′⟩ をとると, このうち二つは他
の一つの切片である. たとえば ⟨s, r⟩ が他の二つを含むとすれば, a, a′, a′′ ∈ s であり, a ≺r a′ ≺r a′′ となっ
ているから a ≺r a′′ となる. このとき a ≺∗ a′′ である. □

補題 20.6 a, a′ ∈ A∗ のとき, a ≺∗ a′, a′ ≺∗ a, a = a′ のどれかひとつが成立し, しかも, ふたつ以上が同時に
成立することはない.

〔証明〕 a, a′ ∈ A∗ とすると, a ∈ s, a′ ∈ s′ となるように X の要素 ⟨s, r⟩ と ⟨s′, r′⟩ をとれる. このふたつの
整列集合は同一であるかまたは一方が他方の切片である. いま s が s′ の切片だったとすれば a, a′ ∈ s′ であ
るから a ≺r′ a

′ または a′ ≺r′ a または a = a′ のいずれかが成立し, それぞれの場合に a ≺∗ a′ か a′ ≺∗ a

か a = a′ が成立することになる. s′ が s の切片であった場合や, 同一だった場合も同様である. a ≺∗ a′ と
a′ ≺∗ a と a = a′ のうち二つ以上が同時に成立しないことは, ≺∗ が非反射的 (補題 20.4) で推移的 (補題
20.5)であることからの帰結である.

こうして, ≺∗ は集合 A∗ の全順序づけである.

補題 20.7 各 ⟨s, r⟩ ∈ X に対し, s は A∗ において下向きに閉じている. すなわち, a, b ∈ A∗ で b ≺∗ a かつ
a ∈ s であれば, b ∈ s でもある.

〔証明〕 b ∈ s′ となるような ⟨s′, r′⟩ ∈ X をとる. ⟨s, r⟩ と ⟨s′, r′⟩ は (同一でないとすれば) 一方が他方の
切片である. s′ が s の切片である場合, b ∈ s′ ⊂ s となって話はそれで済む. s が s′ の切片である場合は,

s = segs′(c) となるような c ∈ s′ がとれて, s 上で r と r′ は一致する. いま a ∈ s より a ∈ s′ かつ a ≺s′ c.

また b ≺∗ a かつ a, b ∈ s′ より b ≺r′ a. よって b ≺r′ c, したがって b ∈ segs′(c) = s となる. □
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補題 20.8 ≺∗ は A∗ の整列順序づけである.

〔証明〕 A∗ の空でない部分集合 B をとり, 要素 b ∈ B を固定して, ⟨s′, r′⟩ ∈ X を b ∈ s′ となるようにとる.

B ∩ s′ ∋ b より B ∩ s′ は空でないので, r′ にかんする最小元 a をもつ. このとき, a, b ∈ s′ かつ a ≼r′ b よ
り a ≼∗ b である. 他の要素 a′ ∈ B を考えよう. もしも b ≺∗ a′ なら a ≺∗ a′ である. また a′ ≼∗ b なら補題
20.7より a′ ∈ s′ であり a′ ∈ B ∩ s′ であるから a のとり方から a ≼r a′, したがって a ≼∗ a′ である. こうし
て任意の要素 a′ ∈ B について a ≼∗ a′ となるので, a は B の ≺∗ にかんする最小元である. □

補題 20.9 ⟨A∗,≺∗⟩ ∈ X.

〔証明〕 X の定義の条件を ⟨A∗,≺∗⟩ た満たすことを確かめよう. (1) 定義により A∗ ⊂ A である. (2) 補題
20.8により ≺∗ は A∗ 上の非反射的整列順序づけである. (3) a ∈ A∗ とすると a ∈ s となるように ⟨s, r⟩ ∈ X

をとれて, a = F (A \ segs(a)) が成立している. 補題 20.7により s は A∗ において下向きに閉じているので
segs(a) = segA∗(a) であって, 等式 a = F (A \ segA∗(a)) が成立する. □

あとは A∗ = A であることを示せば A が ≺∗ によって整列順序づけされることがわかる. A∗ ̸= A と仮定
すると矛盾することを示そう. A∗ ̸= A であれば, 要素 a∗ = F (A \A∗) をとることができる. s∗ = A∗ ∪ {a∗}
とおき, A∗ の要素をすべて ≺∗ の順序で並べたあとへ最大元として a∗ をつけ足して s∗ の順序づけ r∗ を定
めよう. すると, a∗ の選びかたと補題 20.9から ⟨s∗, r∗⟩ ∈ X となる. A∗ の定義によれば, このとき s∗ ⊂ A∗

だから a∗ ∈ A∗ となるが, もともと a∗ は A \A∗ の要素だったから a∗ /∈ A∗ となって, 矛盾である.

定理 20 AC ⇒ WOT. □
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