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第 6回: 選択公理と同値な命題 (2011/11/16)

これまでに, 整列定理WOT からツォルンの補題 ZL を導き (定理 16), また, 選択公理 AC から整列定理
WOTを導いた (定理 20). 次は ZLから ACを導く. これで, この三つの命題が同値であることがわかる.

集合 I の要素に添字づけされた, 空でない集合の族 ⟨Ai : i ∈ I⟩ を考える. 証明したいことは, この集合族
の選択関数の存在, すなわち

∏
i∈I Ai ̸= ∅ ということだ. そのために, I の部分集合とそこで定義された部分

的な選択関数のペアからなる集合を考える. つまり,

X =

{
⟨s, f⟩ : s ⊂ I ∧ f ∈

∏
i∈s

Ai

}

という集合 X を考える. 空集合と空な関数のペア ⟨∅, ∅⟩ が X に属するので, X ̸= ∅ である. つぎに, ⟨s, f⟩
と ⟨s′, f ′⟩ のあいだに

⟨s, f⟩ 5 ⟨s′, f ′⟩ ↔ s ⊂ s′ ∧ ∀i ∈ s
(
f(i) = f ′(i)

)
という順序づけを与える. つまり, s′ が s を含み, f ′ と f が s 上で同じ結果を与えるとき, ⟨s′, f ′⟩ が ⟨s, f⟩
より大きい, とする.

補題 21.1 (X ,5) は帰納的半順序である.

〔証明〕 5 が X の半順序づけであることは定義からすぐわかる. C ⊂ X を 5 にかんする鎖だとする.

S =
∪
{ s : ⟨s, f⟩ ∈ C } とおく. i ∈ S のとき, i ∈ s となる ⟨s, f⟩ ∈ C がとれる. このとき f(i) が定ま

るが, この値は ⟨s, f⟩ に依存せず i によって定まる. というのも, i ∈ s, i ∈ s′, ⟨s, f⟩, ⟨s′, f ′⟩ ∈ C のとき,

⟨s, f⟩ 5 ⟨s′, f ′⟩ または ⟨s′, f ′⟩ 5 ⟨s, f⟩ であることから f(i) = f ′(i) となるはずだから. だからこの f(i) を
F (i) とおいて関数 F を定義すれば ⟨S, F ⟩ ∈ X であり, ⟨s, f⟩ ∈ C のとき ⟨s, f⟩ 5 ⟨S, F ⟩ となる. つまり
⟨S, F ⟩ は C の上界である. □

ここでツォルンの補題を使い, 極大元 ⟨s∗, f∗⟩ ∈ X をとる. このとき実は s∗ = I である. もしも i∗ ∈ I \ s∗

をとれたとすると, s∗∗ = s∗ ∪ {i∗} とおき, a∗ ∈ Ai∗ を選び (これは 1 回だけの選択なので AC を必要と
しない) f∗∗(i∗) = a∗ として f∗ を拡大する f∗∗ を作ると, ⟨s∗∗, f∗∗⟩ ∈ X , ⟨s∗, f∗⟩ < ⟨s∗∗, f∗∗⟩ となって,

⟨s∗, f∗⟩ の極大性と矛盾する. よって s∗ = I で, f∗ ∈
∏

i∈I Ai となる.

定理 21 ZL ⇒ AC. □

ここまでの話をまとめると,

整列定理WOT, ツォルンの補題 ZL, 選択公理 ACは, 互いに同値な命題である.

選択公理と同値な命題は他にもいろいろある. たとえば, 《各 i ∈ I につき Xi がコンパクト位相空間であれ
ば, 直積位相を入れた直積空間

∏
i∈I Xi もコンパクトである》というティコノフの定理も選択公理と同値であ

る. 証明は松坂和夫『集合・位相入門』(岩波書店)などを見なさい. 面白いことに, 考える空間をハウスドルフ
空間 (T2 空間)に制限した T2-ティコノフの定理は, 選択公理より真に弱くなるが, それが極大イデアル定理
と同値になることがわかっている.
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そのほかに, 証明は略すが, 次に掲げる二つの定理も, それぞれ選択公理と同値である.

定理 22 二つの集合 A と B があれば, 単射 f : A → B か 単射 g : B → A の少なくとも一方が存在する. □

定理 23 二つの集合 A が無限集合であれば, 直積集合 A×A と A のあいだに全単射が存在する. □

課題 2: 整列定理WOTを仮定して定理 22を証明しなさい.

− ∗ − ∗ − ∗ − ∗ −

ここからは, テーマをバナッハ=タルスキの定理へと移す. 次の順で話を進める.

• 図形の合同関係と分割合同関係
• 逆説的分解
• 回転群, 群の自由積
• ハウスドルフの定理
• バナッハ=タルスキの定理

参考書として, 次の本が勧められる.
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