
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 7回: 群とその作用, 合同と分割合同 (2011/11/16)

群 G の集合 X への作用とは, 直積集合 G×X から X への写像 (g, x) 7→ g.x であって, 等式 g2.(g1.x) =

(g2g1).x と 1G.x = x が, すべての x ∈ X とすべての g1, g2 ∈ G について成立するようなもののことである.

(ただし 1G は群 G の単位元とする.) これらの条件から, すべての固定された g ∈ G に対して, X から X へ
の写像 x 7→ g.x が全単射であることと, その逆写像が x 7→ g−1.x で与えられることがわかる. 「群 G が集合
X に作用している」ということを, しばしば G y X と書く.

群 G が集合 X に作用しているとき, 部分集合 A ⊂ X について

g.A =
{
g.a : a ∈ A

}
と定めよう. B = g.A となる g ∈ G が存在するとき, 集合 A と B は互いに G-合同であるといい, A ≡G B

と書く. この G-合同関係は X の部分集合のあいだの同値関係になっている.

たとえば実数全体の加法にかんする群 (R,+) は (g, x) 7→ x+ g によって R 自身に作用する (平行移動によ
る作用). また (g, x) 7→ egx によっても R 自身に作用する (拡大による作用). また (R,+) は, 平面 R2 に

(θ,

[
x
y

]
) 7→

[
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

]
によって作用する (回転による作用).

三次元空間 R3 の回転はもう少しややこしい. 実 3次正方行列 A のうち detA = 1 と tAA = I3 (ただし
I3 は単位行列, tA は行列 A の転置) をみたすものを回転行列, その全体を, 回転群といい SO(3) と書く.

回転行列の積も逆行列も回転行列であることはすぐわかるから, SO(3) は行列の積にかんして群をなす. 回
転行列が R3 の一次変換を定めるという意味で SO(3) y R3 である. また回転行列は内積を保つので, 単位球
面を単位球面の上に写す. この意味で SO(3) y S2 である. 実際には, 回転行列の定める R3 の一次変換は,

原点を通るある直線を軸としたある角度の回転になっている.

いま X-軸のまわりの 90度の回転を RX , Z-軸のまわりの 90度の回転を RZ と書けば, 行列表示で

RX =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , RZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 1


となり, これらは回転行列である.

RXRZ =

0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

 , RZRX =

0 0 1
1 0 0
0 1 0


なので RXRZ ̸= RZRX であり, 回転行列の積は交換可能ではない.

定義 24 三次元ユークリッド空間 R3 における平行移動と回転の合成として得られる変換の全体を三次元の運
動群といい, M(3) と書く. 平行移動の群 T (3) と回転群 SO(3) は M(3) の部分群である. 二次元の運動群
M(2) についても同様に定義する. □
※ 要するに, 運動群は合同変換のうち「裏返し」を伴わないもの全体からなる.
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定義 25 群 G が集合 X に作用しているとしよう. 集合 A ⊂ X が集合 B ⊂ X に, G-分割合同であるとは,

A と B を同じ個数の有限個の部分集合に

A = A1 ∪̇ · · · ∪̇An, B = B1 ∪̇ · · · ∪̇Bn

と分割して (ここで ∪̇ は互いに交わりのない部分集合の和となることを意味する),

Ai ≡G Bi (i = 1, . . . , n)

となるようにできることをいう. A が B に G-分割合同であることを A ∼G B と書く. □

たとえば次の図の左の三角形は右の長方形と M(2)-分割合同である.

例 25.1 数直線 R 上の平行移動の群を T (1) と書くとき, R と無理数全体 R \Q は T (1)-分割合同である.

〔証明〕 なにか無理数 α を固定し,

X = Q ∪ (Q+ α) ∪ (Q+ 2α) ∪ · · · ∪ (Q+ kα) ∪ · · ·

とおくと,
X \Q = X + α ⊂ X

となるので,
R = (R \X) ∪̇X, R \Q = (R \X) ∪̇ (X + α)

であり, X ≡T (1) X + α である. □

同様に考えると次のようなことがわかる.

例 25.2 平面 R2 から任意の有界集合 B を取り除いた残りの集合 R2 \ B は R2 全体と T (2)-分割合同であ
る. □

例 25.3 単位球面 S2 の部分集合 X の濃度が連続体濃度未満 (|X| < 2ℵ0) であれば, S2 から X をとり除い
た残りの集合 S2 \X は S2 全体と SO(3)-分割合同である. □

補題 26.1 群 G が集合 X に作用しているとしよう. A,B ⊂ X で

A = A1 ∪̇ · · · ∪̇An, B = B1 ∪̇ · · · ∪̇Bn

かつ
Ai ∼G Bi (i = 1, . . . , n)

であるならば, A ∼G B である. □

定理 26 群 G が集合 X に作用しているとしよう. このとき, G-分割合同であるという関係 ∼G は X の冪集
合 P(X) 上の同値関係である. □
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