
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 8回: 群の自由な作用 (2011/11/30)

まず前回書ききれなかったバナッハ=シュレーダー=ベルンシュタインの定理を述べる.

群 G の作用する集合 X において A ∼G B となる A,B ⊂ X を考えよう. このとき

A = A1 ∪̇ · · · ∪̇Am, B = B1 ∪̇ · · · ∪̇Bm, Bi = gi.Ai (i = 1, . . . ,m)

となるように分割 {Ai : i = 1, . . . ,m }, {Bi : i = 1, . . . ,m } と群要素 gi をとれる. 写像 f : A → B を

f(x) = gi.x (ただし i は x ∈ Ai となる番号)

によって定義しよう. この写像 f は A から B への全単射になっている.

補題 27.1 f : A → B を上に述べたとおりのものとするとき, E ⊂ A とすれば, E ∼G f(E) である.

〔証明〕E = (E∩A1)∪̇· · ·∪̇(E∩Am), f(E) = (f(E)∩B1)∪̇· · ·∪̇(f(E)∩Bm)かつ f(E)∩Bi = gi.(E∩Ai)

(i = 1, . . . ,m). □

定理 27 (バナッハ=シュレーダー=ベルンシュタインの定理) B ⊂ E ⊂ A かつ A ∼G B のとき A ∼G E.

〔証明〕 f : A → B を上のように定めよう. A0 = A, A1 = f(A) = B, とし, 以下 An+1 = f(An) と
する. また E0 = E, En+1 = f(En) とする. さらに Cn = An \ En, Dn = En \ An+1, C =

∪∞
n=0 Cn,

D =
∪∞

n=0 Dn, A∞ =
∩∞

n=0 An とする. このとき, 補題より C ∼G f(C) であり, A = C ∪̇D ∪̇ A∞, また
E = f(C) ∪̇D ∪̇A∞ であるから A ∼G E. □

∼∼∼

さて, 群 G の集合 X への作用が与えられているとする. 群要素 g ∈ G と点 x ∈ X について g.x = x となっ
ているとき, x は群要素 g の固定点であるという. x を固定点とする群要素の全体

Gx = { g ∈ G : g.x = x }

は, Gの部分群 (xの固定部分群)になっている. すべての x ∈ X について固定部分群 Gx が自明 (Gx = {1G})
となるような作用のことを, 自由な作用とよぶ. つまり, 自由な作用とは, 単位元以外の群要素が固定点をひと
つももたない作用のことである.

また, 部分集合 A ⊂ X がすべての群要素 g について g.A = A をみたすとき, A は G-不変集合であると
いう.

定理 28 G を回転群 SO(3) の可算な部分群とするとき, 単位球面 S の部分集合 D で, (i) D は可算集合,

(ii) D と S \D は G-不変, (iii) G の S \D への作用は自由な作用である, という条件をみたすものが存在
する.

〔証明〕 単位行列以外の回転行列は S 上にちょうど 2点だけ固定点をもつ. そこで, G に属する回転行列のう
ち単位行列以外について, その固定点をすべて集めた集合を D とすると, G が可算であるから D も可算集合
である. 点 a が回転行列 g で固定されるなら, 別の回転行列 h によるその像 h.a は回転行列 hgh−1 で固定さ
れる. このことから D は G-不変である. したがってまた S \D も G-不変である. 最後に, S 上にある G \ I3
の要素の固定点はすべて D にあるので S \D への G の作用は自由な作用である. □
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