
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 9回: 自由群 (2011/12/14)

有限集合 C = {c1, . . . , cn} が与えられたとする. このとき

aε11 · · · aεℓℓ (ai ∈ {c1, . . . , cn}, εi ∈ {±1})

の形の有限列のことを集合 C 上の語と呼び, 因子となっている aεii を文字と呼ぶ. ここで ℓ = 0 の場合 (空な
列)も考える. ここでは空な列のことを仮に ∅ と書こう.

語の一部分に c−1c+1 とか c+1c−1 のように同じ元の逆符号の並びがあれば, その二文字を消して間を詰め
る, という操作を語の簡約という. 簡約すると語の長さが減るので, 簡約をくり返すうちに必ず, これ以上簡約
できない簡約済みの語に到達する.

補題 29.1 ある語 w から到達できる簡約済みの語は w に対して一意的に定まり, 簡約の手順には依存しな
い. □

二つの語 w1 と w2 から同じ簡約済の語が得られるとき, 両者が同値なものとして同一視する. すると, すべ
ての語はそれぞれ, 一意的な簡約済みの語と同値になる.

以下, 集合 C 上の簡約済みの語の全体を F (C) と書くことにする. ふたつの語

u = aε11 · · · aεℓℓ と v = bδ11 · · · bδkk

に対して, 連結された語
aε11 · · · aεℓℓ bδ11 · · · bδkk

と同値な簡約済みの語を積 uv と定義しよう. また, w = aε11 · · · aεℓℓ の逆の語 w−1 を, 逆符号の文字を逆順に
並べた

a−εℓ
ℓ · · · a−ε1

1

によって定義しよう. こうして定めた積と逆の操作のもとで, F (C) は群をなす. この群を C 上の自由群と呼
ぶ. 自由群の特徴となるのは次の性質である.

補題 29.2 有限集合 C から群 G への任意の写像 φ : C → G は, 自由群 F (C) から G への準同型写像
φ̃ : F (C) → G に一意的に拡張される. □

補題 29.3 C と D が要素が同数の有限集合であれば, 自由群 F (C) と F (D) は同型である. □

補題 29.4 群 F に有限部分集合 C があって, 任意の群 G への任意の写像 φ : C → G が準同型写像
φ̃ : F → G に一意的に拡張されるなら, F は自由群 F (C) に同型である. この意味で補題 29.2の性質は自由
群を特徴づける. □

以上の補題から, 有限集合 C 上の自由群 F (C) の群としての構造は C の要素の個数 |C| のみに依存して決
まる. この意味で, ちょうど n 個の要素をもつ集合の上の自由群を抽象的に扱うときは, これを Fn と書くこ
とにしよう. F1 は無限巡回群で整数の加法の群 Z と同型だが, n ≥ 2 のときは Fn は可換でない群であり, そ
の振舞いはかなり複雑である.

1



自由群 F2 の構造を理解するために, これを無限巡回群の直積 Z2 = ⟨a⟩× ⟨b⟩ と比較してみよう. 可換群 Z2

は格子状の構造としてイメージすることができる. a と b は 注目している点をそれぞれ東と北へひと目盛移
動させることに相当する.

1 a
a
−1

b

b
−1

可換群 Z2 と同様に, 自由群 F2 も, すべての要素が a, b, a−1, b−1 を掛けあわせて得られるのだから, 局所的
には無数の十字路でイメージできる. しかし, もと来た道を正確に戻らない限り, 同じ点にたどりつくことはで
きない. 強いて視覚化するなら, 次のようなフラクタル構造のイメージがふさわしいかもしれない.

1

b
−1

a

b

a
−1

両者の違いは, 自由群には生成元の間になんら特別な関係が入っていないが, 可換群 Z2 では交換関係
aba−1b−1 = 1 (東に行って北に行って西に行って南に行けば, ぐるっと回ってもとに戻る) という関係が成立
していることである.
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定理 29 回転群 SO(3) は自由群 F2 と同型な部分群を含む.

これを証明しよう. まず, p と q を次の行列とする.

p =

 1/3 −2
√
2/3 0

2
√
2/3 1/3 0
0 0 1

 , q =

1 0 0

0 1/3 −2
√
2/3

0 2
√
2/3 1/3

 .

つまり, p は Z-軸のまわり, q は X-軸のまわりで, それぞれ cos θ = 1/3 をみたす角だけ回転する.

補題 29.2 により, 二元集合 {a, b} 上の自由群 F ({a, b}) から SO(3) への準同型写像 φ で φ(a) = p,

φ(b) = q をみたすものが一意的に存在する. その像 Imφ は {p, q} が SO(3) において生成する部分群に等
しい. あとは, φ が単射であることを証明すれば, Imφ が F ({a, b}) と同型になることがわかる.

したがって, 証明すべきことは, Kerφ = {1}, すなわち, φ(w) = I3 となる語 w は自明なもの (簡約すると
空な語になるもの)以外にない, ということである.

補題 29.5 w を, 自由群 F ({a, b}) の自明でない簡約語であり, その長さが k であって, いちばん右側 (最後)

の文字は a または a−1 であるようなものとするとき

φ(w)

1
0
0

 =
1

3k

 ℓ

m
√
2

n

 .

ただし ℓ, m, n は整数で, とくに m は 3 で割り切れない.

〔証明〕 これは k に関する帰納法による. k = 1 については

p±1

1
0
0

 =
1

3

 1

±2
√
2

0


だからよい. k = 2 については長さが 2で a か a−1 で終わる語の像は

p±2 =
1

9

 −7 ∓4
√
2 0

±4
√
2 −7 0

0 0 9


と

qp±1 =
1

9

 3 ∓6
√
2 0

±2
√
2 1 −6

√
2

±8 2
√
2 3

 , q−1p±1 =
1

9

 3 ∓6
√
2 0

±2
√
2 1 6

√
2

±8 −2
√
2 3


の 6とおりで, これらの第 1列が主張のとおりの形をしているからよい. k ≥ 3 の場合は, 長さ k − 2 で a ま
たは a−1 で終る語 v について, 帰納法の仮定として, v そのもの, および長さ k − 1 の 4つの語

av, bv, a−1v, b−1v

のいずれもが補題の主張をみたすと仮定して, 長さ k の 12個の語

a2v, abv, ab−1v, a−2v, a−1bv, a−1b−1v,

bav, ba−1v, b2v, b−1av, b−1a−1v, b−2v
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について検証する. どれも同じようなものであるからここでは bav と a2v の場合だけを述べよう. 帰納法の
仮定として

φ(v)

1
0
0

 =
1

3k−2

 ℓ′′

m′′√2
n′′

 , φ(av)

1
0
0

 =
1

3k−1

 ℓ′

m′√2
n′

 ,

という形で, m′′ と m′ は 3で割り切れないと仮定する. このとき φ(av) = pφ(v) であるから ℓ′

m′√2
n′

 = 3p

 ℓ′′

m′′√2
n′′

 =

 ℓ′′ − 4m′′

(2ℓ′′ +m′′)
√
2

3n′′


これに 3q をかけて  ℓ

m
√
2

n

 = 3q

 ℓ′′ − 4m′′

(2ℓ′′ +m′′)
√
2

3n′′

 =

 3ℓ′′ − 12m′′

(2ℓ′′ +m′′ − 6n′′)
√
2

8ℓ′′ + 4m′′ + 9n′′


とすると ℓ, m, n も整数であり,

φ(bav)

1
0
0

 =
1

3k

 ℓ

m
√
2

n


となる. この m に注目すると,

m = 2ℓ′′ +m′′ − 6n′′ = m′ − 6n′′

である. 帰納法の仮定により m′ が 3で割り切れないのだから, それに 6n′′ を足した m も 3で割り切れない.

さきほど 3q をかけたところで今度は 3p をかけて同様の計算をすると, ℓ

m
√
2

n

 = 3p

 ℓ′′ − 4m′′

(2ℓ′′ +m′′)
√
2

3n′′

 =

 −7ℓ′′ − 8m′′

(8ℓ′′ − 23m′′)
√
2

9n′′


で, ここでも ℓ,m, n は整数で

φ(a2v)

1
0
0

 =
1

3k

 ℓ

m
√
2

n


となるが, 今度は m′ = 2ℓ′′ +m′′ から

m = 8ℓ′′ − 23m′′ = 4m′ − 27m′′

となっており, 帰納法の仮定により 4m′ が 3で割り切れないから, m も 3で割り切れない.

他の場合も (本当はきちんと計算しないといけないのだけど)同様である. □

補題 29.6 w を, 自由群 F ({a, b}) の自明でない簡約語であり, その長さが k であって, いちばん右側 (最後)

の文字は b または b−1 であるようなものとするとき

φ(w)

0
0
1

 =
1

3k

 ℓ

m
√
2

n

 .

ただし ℓ, m, n は整数で, とくに m は 3 で割り切れない.

〔証明〕 補題 29.5と同様. □

これらの補題により, w が自明でない簡約語であるときは行列 φ(w) の 1列目または 3列目の少なくとも一
方は 2行目がゼロでない. したがって φ(w) は単位行列ではない.
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