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群 G が集合 X に作用しているとしよう. 各点 x ∈ X に対して, x を G の要素で移動した行き先の全体を

G.x = { g.x : g ∈ G }

と書いて, これを x の G-軌道と呼ぶ. G-軌道は, 次の軌道同値関係

x ≡G y ⇐⇒ ∃g ∈ G
[
g.x = y

]
の同値類である. 軌道同値関係の同値類全体の集合, すなわち G-軌道全体の集合を軌道空間と呼び, X/G と
書く. 軌道空間のメンバーは同値類であって, どれも空でない集合であるから, 選択公理によって, 各同値類か
らちょうど一点ずつ選んだ完全代表系を作ることができる. いま, E を X/G の完全代表系とすると, E ⊂ X

であり, かつ, どの G-軌道も E とちょうど 1点を共有する.

補題 30.1 E を軌道空間 X/G の完全代表系とするとき,

X =
∪
g∈G

g.E

となる. □

補題 30.2 作用 G y X が自由な作用であるための必要十分条件は, E を軌道空間 X/G の完全代表系とす
るとき, 相異なる群要素 g1, g2 について必ず

g1.E ∩ g2.E = ∅

となることである. □

定理 29により, 回転群 SO(3) は自由群 F2 と同型な部分群を含む. 回転によって F2 が球面 S2 に作用し
ていることになる. 定理 28により, S2 から F2-不変な可算集合 D をとりのぞいて, F2 y S2 \D が自由な作
用になるようにできる. 以下, X = S2 \D とおく. 軌道空間 X/F2 の完全代表系 E を選ぶ. このとき, X は
w.E (w ∈ F2) の形の部分集合に分割される.

さて, 自由群 F2 = F ({a, b}) は文字 a, b, a−1, b−1 からなる規約な語 (空な語を含む)の全体からなる. 単
位元である空な語を 1 と書こう. 他の規約な語を, それぞれその最初 (いちばん左)の文字によって分類して 4

つの部分集合にわける:
F2 = {1} ∪̇W (a) ∪̇W (b) ∪̇W (a−1) ∪̇W (b−1).

このとき,
F2 = W (a) ∪̇ aW (a−1) = W (b) ∪̇ bW (b−1)

でもある. これに対応して

A0 = W (a).E, A1 = W (a−1), B0 = W (b).E, B1 = W (b−1).E

という X の部分集合を定義すると,

X = E ∪̇A0 ∪̇B0 ∪̇A1 ∪̇B1
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かつ,
X = A0 ∪̇ a.A1 = B0 ∪̇ b.B1

となっている. そこで,
X ∼F2 A0 ∪A1, X ∼F2 B0 ∪B1

であるが, F2 は回転群 SO(3) に埋め込まれていたのだから,

X ∼SO(3) A0 ∪A1, X ∼SO(3) B0 ∪B1.

いっぽう, 例 25.3の議論により S2 ∼SO(3) X である. A0 ∪A1 = A とおこう, すると, まず (定理 26により)

S2 ∼SO(3) A であり, また
B0 ∪B1 ⊂ S2 \A ⊂ S2

でもある. B0 ∪ B1 ∼SO(3) X ∼SO(3) S
2 より B0 ∪ B1 ∼SO(3) S

2 でもあるから, バナッハ=シュレーダー=

ベルンシュタインの定理 (定理 28)により,

S2 ∼SO(3) S
2 \A

である. S2 \A を B と書けば, 次のハウスドルフの定理に到達する.

定理 30 (ハウスドルフの定理) 球面 S2 の部分集合 A, B で

S2 = A ∪B, A ∩B = ∅, S2 ∼SO(3) A, S2 ∼SO(3) B

をみたすものが存在する. □

このハウスドルフの定理は次のように解釈できる. S2 を A とその補集合 B に分割する. A を有限個の部
分集合に分解し, それぞれを回転させて再度組み合わせると, S2 全体が復元できる. また, 補集合 B について
も同様に, それを有限個の部分集合に分解しそれぞれをうまく回転させると S2 全体が復元できる.
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