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以下では, 三次元ユークリッド空間 R3 の点 p から原点 O までの距離を ∥p∥ であらわすことにする.

p = (x, y, z) なら ∥p∥ =
√
x2 + y2 + z2 である.

原点を中心とする半径 1の閉球を D3 と書き, 球体 D3 から中心を抜き去った図形を E としよう:

D3 = { p ∈ R3 : ∥p∥ ≤ 1 },
E = { p ∈ R3 : 0 < ∥p∥ ≤ 1 } = D3 \ {O}.

ハウスドルフの定理 (定理 30)により, 球面 S2 は

S2 = A ∪B, A ∩B = ∅, A ∼SO(3) S
2, B ∼SO(3) S
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をみたす部分集合 A と B によって分割される. A の点と球の中心を結ぶ線分上にある点全体の集合を Ā と
しよう. ただし中心自体は含めない. B̄ を同様に B から定義しよう:

Ā =

{
p ∈ E :

1

∥p∥
p ∈ A

}
, B̄ =

{
p ∈ E :

1

∥p∥
p ∈ B

}
このとき

E = Ā ∪ B̄, Ā ∩ B̄ = ∅, Ā ∼SO(3) E, B̄ ∼SO(3) E

となっている.

補題 31.1 E ∼M(3) D
3. (ただし M(3) は運動群)

〔証明〕 D3 の内部に ∥P∥ = 1/2 をみたす点 P をとろう. このとき D3 \ {P} と E は M(3)-分割合同で
ある. というのも, うんと小さい半径の球体を P と O のそれぞれを中心としてとり, それらを平行移動で交
換してしまえばよいから. つぎに, 中心 O を通り P を通らない直線を軸とする, 直角の無理数倍の角の回転
r ∈ SO(3) を考え,

X = {P, rP, r2P, . . . , rnP, . . . }

とすれば X \ {P} = r.X となり

D3 = (D3 \X) ∪X,

D3 \ {P} = D3 \X ∪ (r.X)

だから, D3 と D3 \{P} は SO(3)-分割合同であるからM(3)-分割合同でもある. したがって D3 と D3 \{O}
も M(3)-分割合同である. □

そこで, Ā ∼M(3) D
3, B̄ ∼M(3) D

3 となる. A∗ = Ā ∪ {O}, B∗ = B̄ としよう. すると, D3 ⊃ A∗ ⊃ Ā か
つ D3 ∼M(3) Ā より D3 ∼M(3) A

∗ となる (←定理 27). また B∗ = B̄ ∼M(3) D
3 である. こうして次の定理

が得られる.

定理 31 (バナッハ=タルスキの定理, 複製バージョン) 球体 D3 は

D3 = A∗ ∪B∗, A∗ ∩B∗ = ∅, A∗ ∼M(3) D
3, B∗ ∼M(3) D

3

をみたす二つの部分集合 A∗ と B∗ に分割できる. したがって, 球体 D3 はそれと同じ半径をもち互いに交わ
らないふたつの球体の和集合に分割合同となる. □
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球体とふたつの球体が分割合同だったとすると, 分割を繰り返していけば, 同じ半径をもつ任意有限個の互
いに交わらない球体からなる集合も, 1個の球体と分割合同になる:

補題 32.1 D1, D2,. . . ,DN を, 互いに交わらない半径が 1の球体だとするとき D1 ∼M(3) D1∪D2∪· · ·∪DN

である. □

定理 32 (バナッハ=タルスキの定理, 拡大バージョン) 二つの球体は (半径が同じでなくとも)互いに分割合同
である.

〔証明〕 大きいほうの球体を L, 小さいほうの球体を B としよう. L は B と合同な球体有限個で覆うことが
できる:

L ⊂ C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ CN = C,

Ci ≡ B (i = 1, 2, . . . , N).

ただし, これらの球体 Ci は一般に互いに重なりあう. そこで, それより前に出てきた球と重なりあう部分を各
Ci から除いて部分集合 Ai を作る:

A1 =C1,

A2 =C2 \ C1,

...

AN =CN \ (C1 ∪ · · · ∪ CN−1).

同じ個数, 同じ半径の互いに交わりのない球体を用意しよう, その和を K とする:

K = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪DN ,

Di ≡ B (i = 1, 2, . . . , N),

Di ∩Dj = ∅ (1 ≤ i < j ≤ N).

このとき補題 32.1より B ∼M(3) K である. 球体 Ci を球体 Di に重ねる平行移動 τi によって Ai を移動し
たものの和集合を A としよう:

A = τ1A1 ∪ τ2A2 ∪ · · · τNAN .

すると A ∼M(3) C である. いっぽう, K ⊃ A ⊃ τ1A1 であり, A1 = C1 は B と合同な球体であるから
K ∼M(3) B ≡ τ1A1. したがって定理 27 により A ∼M(3) τ1A1 で, A ∼M(3) B が得られる. これにより
C ∼M(3) B もわかる. ところが, C ⊃ L であり, L は B より半径が大きいので, B と合同な球体を含む. し
たがって, ふたたび定理 27により, 結局 L ∼M(3) B となる. □

最後に, X ⊂ R3 を有界で内点をもつ集合だとする. 有界であることから X はじゅうぶん大きな半径をも
つ球体 L に含まれ, 内点をもつことから, X はじゅうぶん小さな半径をもつ球体 B を含む: L ⊃ X ⊃ B. と
ころが定理 32によれば L ∼M(3) B であるから, またしても定理 27によって, X ∼M(3) B である.

系 32.2 ユークリッド空間 R3 内の有界で内点をもつ集合は, すべて互いに分割合同である. □

パチンコ玉のような小さな球体と, 太陽のような巨大な物体であっても, 点集合としては分割合同, すなわ
ち, 有限個の部分集合に分けて組み立て直すことで, 一方から他方を構成できるわけである.
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