
数理科学特論: 選択公理とバナッハ=タルスキの定理 (藤田 博司)

第 12回: チコノフの定理は選択公理と同値である (2012/1/18)

まずは定義を二つ復習する:

位相空間 X がコンパクトであるとは, X の任意の開被覆が有限部分被覆をもつ, ということであった. この
ことを, 閉集合族の言葉で言いなおすと次のようになる: 位相空間 X がコンパクトであるとは, 有限交叉性を
もつ任意の閉集合族が共通要素をもつことである. ただし, 集合族 {Fi : i ∈ I } が有限交叉性をもつとは, 有
限個の添字 i1, . . . , in ∈ I をどのように選ぼうとも, かならず Fi1 ∩ · · · ∩ Fin ̸= ∅ となることである.

位相空間の族 Xi (i ∈ I) が与えられたとしよう. 直積集合 X =
∏

i∈I Xi から各 Xi への標準射影を πi と
表わそう: πi : X → Xi, πi(x) = x(i). 標準射影 πi をすべて連続にする X 上の位相のうち最弱のものを直積
位相と呼ぶ. そこで, X の部分集合 U がこの意味で開集合であるというのは, 任意の x ∈ U に対して有限個
の添字 i1, . . . , in と各 Xik における x(ik) の近傍 Uk を与えて

π−1
i1

[U1] ∩ · · ·π−1
in

[Un] ⊂ U

とできることである.

定理 33 (チコノフの定理) 位相空間の族 Xi (i ∈ I) において, 各 Xi がすべてコンパクトであるならば, 直積
X =

∏
i∈I Xi が直積位相のもとでコンパクトである.

〔証明〕コンパクト位相空間の族 Xi (i ∈ I) の直積位相空間 X において, 閉集合の族 F が有限交叉性をもっ
たと仮定する. 証明すべきことは,

∩
F ̸= ∅ ということである.

まず, ツォルンの補題により, F を有限交叉性をもつ極大族 U へと拡張する. このとき次のことが成立す
る: (←検証すること)

(i) X ∈ U かつ ∅ /∈ U ,
(ii) A ⊂ B ⊂ X, A ∈ U ならば B ∈ U ,
(iii) A,B ∈ U ならば A ∩B ∈ U ,
(iv) A ⊂ X, A /∈ U ならば X \A ∈ U .

一般に, この (i)–(iv)の条件をみたす X の部分集合族 U のことを X 上の超フィルターとよぶ.

添字 i ∈ I を固定して,
Ui =

{
E ⊂ Xi : π−1

i [E] ∈ U
}

と定めよう. このとき Ui が Xi 上の超フィルターになっている.(←検証すること) とくに Ui は有限交叉性を
もつ集合族なので, Xi のコンパクト性により∩{

clE : E ∈ Ui

}
̸= ∅

が成立する. この共通部分から点 ai をとろう. いま W を Xi における ai の任意の近傍とする. E ∈ Ui のと
き, ai ∈ clE より W ∩ E ̸= ∅ である. このことと超フィルターの性質 (iii)から, Ui ∩ {W} も有限交叉性を
もつことがわかる. ところが Ui は有限交叉性をもつ集合族のうちで極大なので, このとき W ∈ Ui が成立す
る. すなわち, 超フィルター Ui は点 ai のすべての近傍を含む. (このことを, “超フィルター Ui が点 ai に収
束する” と言う.)
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さて, すべての i ∈ I についてこのような ai ∈ Xi を選び, x(i) = ai として直積集合 X の要素 x を作った
とする. このとき超フィルター U が点 x に収束すること, すなわち直積空間 X における x の近傍がすべて
U に属することを示そう. x の任意の近傍 U に対して, 有限個の添字 i1, . . . , in と各 Xik における x(ik) の
近傍 Uk をとって

π−1
i1

[U1] ∩ · · ·π−1
in

[Un] ⊂ U

とできる. x(ik) = aik であり, Xik において超フィルター Uik は点 aik に収束するので, Uk ∈ Uik である.

ところが Ui の定義によれば, このことは π−1
ik

[Uk] ∈ U ということを意味する. すなわち

π−1
i1

[U1], . . . , π
−1
in

[Un] ∈ U

となっている. このことと超フィルターの性質 (ii),(iii)により U ∈ U である.

こうして, U は x のすべての近傍を含む. また U は有限交叉性をもつ. したがって, A ∈ U ならば A は x

のすべての近傍と交わる. このことは, すべての A ∈ U について x ∈ clA となることを意味する:

x ∈
∩{

clA : A ∈ U
}
.

ここで最初に戻ると, F ⊂ U であり, また F は閉集合の族だったので,

x ∈
∩

F

したがって
∩
F ̸= ∅ となる. □

※ チコノフの定理の逆も成立する. すなわち, 直積空間 X =
∏

i∈I Xi がコンパクトであるならば, 因子空間 Xi が
すべてコンパクトである. このことは, 標準射影 πi が連続な全射であることからすぐにわかる.

証明の途中で使われた次の事実も, 重要だからついでに覚えておこう.

系 33.1 U を位相空間 X 上の超フィルター, x を X の点とする.

x ∈
∩{

cl(E) : E ∈ U }

であるとき, かつその時に限り, U が x に収束する. □

系 33.2 位相空間 X がコンパクトであるためには, X 上のすべての超フィルターが X の点に収束すること
が, 必要かつ十分である. □

チコノフの定理には, 選択公理が二回使われている. 二度目の使用は, 次の考察により, すべての Xi がハウ
スドルフ空間であるときには, 避けることができる. ハウスドルフ空間の異なる二点 a と b は交わりのない近
傍で分離できる: a ∈ U , b ∈ W , U ∩W = ∅. いっぽう, いかなる超フィルターも有限交叉性をもつのだから
U と W の両方を含むことはありえない. したがって,

補題 33.3 ハウスドルフ位相空間 X 上の超フィルター U が収束する点は高々一つである. □

いっぽう, 閉集合族 F を超フィルター U に拡大するツォルンの補題の使用を避けることは一般にできない
が, この文脈では《単位元をもつ可換な環は極大イデアルをもつ》という極大イデアル定理 (定理 10)があれ
ば十分である. いいかえれば,
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定理 34 ハウスドルフ空間に制限されたチコノフの定理は, 選択公理のかわりに極大イデアル定理を用いて示
すことができる. □
※ ここでは証明に立ち入る余裕がないが, (選択公理を仮定しない集合論のもとで)ハウスドルフ空間に制限されたチ
コノフの定理と極大イデアル定理は同値であり, しかし極大イデアル定理から選択公理を導くことができないこと
が知られている.

最後に, チコノフの定理と選択公理の同値性を示すケリーの注意を述べよう.

定理 35 選択公理を仮定しない集合論において, チコノフの定理から選択公理が導かれる.

〔証明〕 空でない集合の族 Ai (i ∈ I) が与えられたとして, どの Ai にも属しない要素 p を固定して
Xi = Ai ∪ {p} とおく. 部分集合 E ⊂ Xi が開集合であるのは, E = ∅ のとき, E = {p} のとき, あるい
は Xi \ E が有限集合であるとき, として Xi に位相を与える. すなわち Ai には補有限位相を入れ, p を孤
立点とするわけだ. この位相のもとで Xi はコンパクトである. したがって, チコノフの定理から, 直積空間
X =

∏
i∈I Xi もコンパクトである. Xi において {p} が開集合であったからその補集合 Ai は Xi の閉集合

であり, 逆像 π−1
i [Ai] は X の閉集合ということになる. また集合族

{
π−1
i [Ai] : i ∈ I

}
は有限交叉性をも

つ.(←検証すること) したがって, X のコンパクト性から∏
i∈I

Ai =
∩
i∈I

π−1
i [Ai] ̸= ∅

となり, 集合族 Ai (i ∈ I) は選択関数をもつ. □
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